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Proélogo

El objetivo principal del material presentado en estas notas es ayudar a que el lector
aprenda las matematicas necesarias para el estudio de cursos a nivel postgrado de
fenomenos de transporte. Con esta idea el material cubierto puede ser usado de dos
maneras: como texto del acostumbrado primer curso de matematicas en un postgrado en
Ingenieria Quimica, 6 como apoyo en cualquiera de los cursos de fendémenos de
transporte.
El material se presenta en seis capitulos y puede ser clasificado en tres grandes rubros:

a) vectores, tensores y sistemas de coordenadas curvilineas (Caps. [ y II).

b) Solucién analitica de ecuaciones diferenciales parciales lineales (Caps. III, IV y

V)
¢) Solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales por el método de
diferencias finitas (Cap. VI).

El material en los Capitulos I y II es fundamental para el desarrollo de un curso formal en
Mecénica de Fluidos. El material en los Capitulos III a V, relativo a la solucion analitica
de ecuaciones diferenciales parciales, ayudara significativamente al analisis y
comprension del planteamiento, solucion y discusion de problemas de transferencia de
momentum, energia y masa. Finalmente el material en el Capitulo VI, relativo a la
solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales, puede sentar las bases para el
analisis de problemas cuya solucion analitica exacta no sea facil de obtener o sea
imposible como lo es la mayoria de las soluciones de problemas no lineales. Por ello la
revision de este tema puede servir como punto de partida para la soluciéon de problemas
relacionados a los temas de investigacion del estudiante de postgrado.
En el curso, de acuerdo al programa oficial, Matemadticas Aplicadas a la Ingenieria
Quimica del postgrado en Ingenieria Quimica de la UAM-I se podria seguir el material
presentado en este texto casi en su totalidad. Lo inico que debera ser considerado al
iniciar es si es adecuado o no revisar el Capitulo I, o reemplazarlo por temas de Algebra

Lineal.
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De acuerdo a la experiencia del autor sobre lo que es requerido en los cursos de Mecdanica

de Fluidos y Transferencia de Calor y Masa se recomienda la siguiente distribucion de

temas para el curso de Matematicas Aplicadas a la Ingenieria Quimica con duracion de

un trimestre:

Tiempo Material

2 semanas Capitulo | Vectores y tensores

2 semanas CapituloII  Coordenadas curvilineas

3 semanas Capitulo III  Soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales en
coordenadas cartesianas por el método de separacion de
variables.

2 semanas  Capitulo IV Solucion de ecuaciones diferenciales parciales en
coordenadas cilindricas y esféricas por el método de
separacion de variables.

2 semanas Capitulo V. Transformada de Laplace

Esta propuesta implica el no revisar nada relativo a la solucién numérica de ecuaciones
diferenciales parciales. Una alternativa que permitiria revisar lo relativo a métodos
numéricos es el cubrir en el curso de Mecdnica de Fluidos lo relativo a los Capitulos I y
II. Por ello el curso de Matemdticas Aplicadas a la Ingenieria Quimica tendria la

siguiente distribucion de temas:

Tiempo Material

3 semanas  Capitulo Il  Solucion de ecuaciones diferenciales parciales en
coordenadas cartesianas por el método de separacion de
variables.

2 semanas  Capitulo IV  Soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales en
coordenadas cilindricas y esféricas por el método de
separacion de variables.

2 semanas Capitulo V. Transformada de Laplace

4 semanas  Capitulo VI  Solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales por

el método de diferencias finitas.

il
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Las dos maneras sugeridas para conformar el curso introductorio, de matematicas
en el postgrado de Ingenieria Quimica, demuestran que el material puede ser utilizado de
diversas formas, ya sea en el curso mencionado o como material de apoyo en cursos
subsecuentes, y aun en el desarrollo de proyectos de investigacion.

Para apoyar el aprendizaje al final del Capitulo VI se proporciona una lista de referencias
bibliograficas. Al inicio de cada capitulo se menciona cuales de las referencias son
importantes para cada uno de los temas. También en estas secciones se sefalan
particularidades de la nomenclatura y de los ejercicios propuestos. Estos ejercicios se
encuentran al final de cada capitulo. La mayoria de las soluciones de los ejercicios
propuestos estan disponibles, aunque debo admitir que la presentacion puede mejorarse
mucho.

Ademas, de los ejercicios tradicionales relacionados a las soluciones numéricas se
proponen cuatro proyectos en los que se solicita al estudiante comparar la solucion
analitica con la obtenida por el método de diferencias finitas. A mi parecer el realizar uno
o mas de estos proyectos, esto claro dependiendo del tiempo disponible en el curso,
reafirmara por un lado los conceptos relacionados a las funciones propias, valores propios
y convergencia de las series infinitas. Y por otro lado permitira el que el alumno tenga
una base para decidir cuando una solucidon numérica es la correcta, esto es sea
independiente de los parametros numéricos. Es claro que con la combinacion de
problemas propuestos se pueden formular proyectos adicionales.

Debo enfatizar que hay libros relativamente nuevos con los que se podria trabajar hacia el
objetivo planteado anteriormente. Entre los directamente orientados a Ingenieria Quimica
estan los de Rice et al [1995] y Varma y Morbidelli [1997]. Por otro lado, estan libros
como los de Kreyszig [1999], Greenberg [1998] y Zill y Cullen [1999] que aunque no
estdn orientados directamente a Ingenieria Quimica se pueden usar para revisar la
mayoria de los temas propuestos. Y claro, existen los libros clasicos como el de
Hildebrand [1976]. Sin embargo, ninguno de ellos contiene el material en el orden
deseado, al menos desde mi punto de vista, y exceptuando a la segunda edicion del libro

de Kreyszig ninguno de ellos ha sido traducido al espafiol.

il
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Creo que lo que he expresado anteriormente valida el intento de lograr un libro
encaminado hacia el uso en nuestro postgrado.

Sin demeritar la ayuda de ninguno de los colegas y alumnos que me han ayudado a
corregir el material presentado, en particular quiero agradecer a José Javier Valencia
Lopez, Mauricio Alfonso Sales Cruz y Francisco José Valdés Parada su paciencia y
sugerencias que se ven reflejados en muchas de las mejoras que ha tenido este documento
a lo largo de su desarrollo. Ademas, la mayor parte de los resultados graficos de las
soluciones analiticas son fruto del trabajo y cuidado de Mauricio. Los errores aun
existentes son enteramente mi responsabilidad.

Agradezco el apoyo de los compafieros del Instituto Tecnoldgico de Celaya por su
hospitalidad y ayuda para conseguir un pequefio, pero muy apreciado, apoyo del
CONCITEG del estado de Guanajuato. Tan buen ambiente me permitio, aprovechando
mi estancia sabatica ahi, mejorar en todos aspectos el trabajo y aumentar en casi 100 los
gjercicios propuestos. Me queda claro que poco podria haber hecho sino tuviera el
privilegio desde 1994 de ser profesor en la UAM-Iztapalapa.

Finalmente, agradezco a Tere, Karla y Carlos Alberto la motivacion que me proporcionan

cada dia para hacer este tipo de trabajos.

J. Alberto Ochoa Tapia
Octubre de 2005

Por favor enviarme cualquier comentario o sugerencia a jaot@xanum.uam.mx. Se los
agradezco de antemano.
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Capitulo I: Vectores y Tensores Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

I Introduccion al analisis tensorial

0. Algunos comentarios sobre el material incluido en este capitulo

El material que se presenta en este capitulo es esencial para el estudio de las ecuaciones de
transporte de momentum, energia y masa desde un punto de vista formal. De otra manera se
tendria, casi forzosamente, que restringir la deduccion de las ecuaciones de conservacion a
sistemas de geometria especifica y seria muy dificil generalizar los resultados. El material
presentado en este capitulo estd limitado a sistemas coordenados cartesianos, pero en
conjunto con el que se revisara en el Capitulo II permitira el desarrollo de las ecuaciones de

transporte para cualquier geometria y desde un punto de vista general.

En este capitulo se introducirdn principalmente el uso de la notacioén indicial para la
representacion de vectores y tensores de segundo orden. Con este objetivo se revisaran
algunas de las operaciones basicas relacionadas a vectores y se definiran los tensores de
segundo orden a partir del producto diddico de dos vectores. La transformacion de sistemas
coordenados debido a rotacion de los ejes se representara usando operaciones con tensores.
Finalmente, se revisara lo referente a los valores principales de un tensor de segundo orden
y los ejes principales relacionados.

Un alumno que pretenda estudiar los temas presentados en este capitulo debe haber
estudiado previamente calculo de varias variables, calculo vectorial y algebra lineal. Todo
ello puede ser a un nivel de licenciatura.

Después de revisar los temas presentados en el capitulo, el alumno debe ser capaz de

resolver los problemas de los grupos 1y 2.

Sobre la nomenclatura

La mayor parte de la nomenclatura introducida se explica durante el desarrollo de los temas

pero vale la pena insistir en el uso de los siguientes simbolos:
Aob Indicaran un tensor de segundo orden.

Aob Indicaran un vector.

Notese que se usan letras negritas tanto para tensores como para vectores

pero el tipo es diferente Arial (tensores) y times (vectores).

u>
o
uQ

Indicaréan tensores si no se cuenta con un tipo de letras negritas adecuado.
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Capitulo I: Vectores y Tensores Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

aoB Indicaran vectores si no se cuenta con tipo de letras negritas adecuado.

|| a || Moédulo del vector a.

{Aij} Indicara la matriz formada por los elementos 4.

{A} Indicara la matriz formada por los elementos del tensor A .

e, Indicaré el vector unitario en la direccion de la coordenada X, de un sistema

l

coordenado cartesiano.

e, Indicara el vector unitario en la direcciéon de la coordenada u' de un sistema
coordenado curvilineo.

Subindices

i, j, k Indicaran componentes en el sistema de coordenadas X .

i,7,k Indicaran componentes en el sistema de coordenadas X .

Sobre las referencias

En caso de querer ampliar o refrescar conocimientos sobre algebra vectorial y operadores
diferenciales se recomienda leer el capitulo 8 del libro de Kreyszig [6] y/o el capitulo 7 del
libro de Greenberg [4].

Si se desea profundizar sobre el manejo de la notacidn indicial y de tensores se recomienda
estudiar los libros de Aris [2] y el de Simmonds [9]. El primero es un libro clésico pero a
mi parecer no esta al alcance de todos los lectores, por otro lado Simmonds en su libro tratd
de dar siempre un significado fisico y geométrico al material presentado, aiin sobre
tensores, sin perder rigurosidad. Por ello me parece que antes de estudiar el libro de Aris es

recomendable revisar el de Simmonds.
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Capitulo I: Vectores y Tensores Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

1. Vectores y notacion indicial

Considere un sistema cartesiano de coordenadas rectangulares donde los tres ejes son
ortogonales. En lugar de usar la nomenclatura X, ¥ y Z para los tres ejes, esto con el
proposito de compactar la nomenclatura se designaran como X,, X, y X,. A su vez los
vectores unitarios correspondientes se designardn como e,, e, y e,, en lugar de la
nomenclatura tradicional i, j y k. De esta forma el vector a (Figura 1) que se dirige de

un punto a otro en el espacio tridimensional, se escribira como
i=3
a=aqe, +ae, +ae, =Z ae, (1.1)
i=1

X,

X

Figura 1. Sistema coordenado cartesiano de mano derecha.

En la ecuacion (1.1) a, indica cualquiera de los tres componentes del vector a, y para
abreviar la escritura de esta expresion se introduce a continuacion la convenciéon de la
sumatoria. Dicha convencion establece que la existencia de términos con indice repetido
dos veces indica la suma de todos los términos posibles. Por ejemplo: en el caso del espacio
vectorial al que nos referimos anteriormente la suma serd sobre tres términos, o sea
utilizando la convencion de la sumatoria la ecuacion (1.1) se escribe como

a=ae, (1.2)
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Capitulo I: Vectores y Tensores Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

Bajo esta convencion si un indice no se encuentra repetido, en un término, tomara
cualquier valor permitido por la dimension del espacio vectorial. Asi para un sistema
tridimensional

a; =a,,0 a;,,0 a,,, etc. (1.3a)

Se hace notar que cuando en un término aparezca repetido mas de dos veces un indice no
implicara sumatoria. Por ejemplo
asS,=as8,,0a,8,,0a,8; (1.3b)

Qi =Q111,0Q,,,,0Q55, (1.3¢)

2. Producto punto o escalar.

El producto escalar de dos vectores a y b esta definido por la siguiente expresion
a-b=||a||||b||cos6’ah para 0<6, <180° (2.1)

en donde || a|| y || b || indican la magnitud de los vectores y cosd,, es el coseno del angulo
formado por los vectores a y b. Notese que cosa = cos(27 — ), y por lo tanto

cosd,, =cosb,,

Ahora introduciremos la notacion indicial para el producto escalar, asi la ecuacion (2.1) se
puede escribir como

a-b=(ae ) (be;) (2.2)
Para encontrar el valor de e, - e, recurrimos a la definicion (2.1), y encontramos

€ e, =|| e,.||H echoseeie/ (2.3)
En donde cosé, . es el angulo formado por e; y e;. Como estos son vectores unitarios su

magnitud es la unidad, y por lo tanto la ecuacién (2.3) se reduce a
e, e, =cosf,, (2.4)

el cosenode 8,, esigualalsii=j,eigual acerosii# j.Estoes facil de visualizar si
ity
se recuerda que el producto escalar de un vector a por un vector unitario e, es la

proyeccion de a en la direccion e,. Por lo tanto si a tiene la misma direccion que e, su

proyeccién es ||a , Yy en contraste si a es perpendicular a e, su proyeccion es nula.

Podemos ahora resumir los valores de e, -e; en la siguiente forma

Isii=j
e e, =1 7 (2.5)
0,s1i# j
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Capitulo I: Vectores y Tensores Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

Es conveniente introducir ahora el simbolo conocido como delta de Kronecker

I,sii=j
5,-,:{ o (2.6)
0,s1i# j
Esta definicion puede usarse para escribir la ecuacion (2.5) como
e-e =0, (2.7)
Ahora podemos usar (2.7) en (2.2) para obtener
a-b=a,b;0, (2.8)
Y utilizando la definicion (2.6), la ecuacion (2.8) se reduce a
a-b=ab (2.9)
que en forma expandida es la presentaciéon normalmente usada
a-b=a, b +a,b,+a,b, (2.10)
Notese que
a-a:”a”2 (2.11)

3. Producto cruz o vectorial
El producto vectorial o cruz estd definido por

axb:”a””b”sené’aheL para 0<6, <7 (3.1)

En donde e, es el vector unitario perpendicular al plano que forman los vectores ay b;
ademas a, by e ,en este orden definen un sistema coordenado de mano derecha.

Este producto también se puede escribir en forma condensada utilizando la notacion
indicial, pero es necesario recordar que para un sistema coordenado de mano derecha (p.ej.
el mostrado en la Figura 1) los productos vectoriales entre los vectores unitarios e, e, y e,
estan definidos de la siguiente manera :

e xe, =e, =—(e,xe,)
e, xe, =¢, =—(e, xe,) (3.2)
e, xe =e, =—(e xe;)

e xe =0,e,xe,=0,e,xe,=0

Pagina 5



Capitulo I: Vectores y Tensores Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

El producto vectorial de a y b se puede escribir como :
axb=(a,e)x(b,e;) (3.3)

que se puede desarrollar en la forma siguiente si se utilizan las relaciones indicadas por la
ecuacion (3.2)
axb=(a,b, —ab,)e, +(a,b, —ab,)e, +(ab, —a,b,)e, 3.4

A su vez, esta expresion se puede escribir en términos de la definicion de un determinante

€ € &
axb=|a, a, a, (3.5)
bl bZ b3

Para abreviar la escritura de la ecuacion (3.5) debemos introducir el simbolo de

permutacion €, definido de la siguiente manera:

0, si alguno de los subindices esta repetido
€,=19 L, siijk es una permutacion par de 123 (3.6)

-1, si ijk es una permutacion non de 123

Este simbolo es mas facil de entender y usar si se sigue el siguiente esquema : Se escribe la

secuencia 1 2 3 en la forma mostrada enseguida

1

-1 +1

3 2
N——

Aqui se puede observar claramente que €, es +1 cuando los indices son 123 en la
secuencia siguiendo la direccion de las manecillas del reloj, y €, es —1 cuando 123 estan

colocados en una secuencia contraria a las manecillas del reloj. Por lo tanto
€13 =€y =€5, = +1
€13, =€ =€y =1 (3.7)

Usando el simbolo de permutacion y sus propiedades, no es dificil demostrar de la ecuacion
(3.3) que el producto vectorial entre a y b se escribe en notacion indicial como
abe, (3.8)

axb=c,
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También se ha encontrado una forma compacta de escribir un determinante. Por ejemplo el

determinante de la matriz cuadrada de elementos 4, es

det{Aij} =€ Ay Ay, =€y Ay A Ay (3.9)

4. Rotacion de coordenadas

Supodngase que se desea girar los ejes coordenados X,, X, y X, para asi crear un nuevo

sistema coordenado Xi, X2 y X3 (Figura 2) con vectores unitarios €., €5 y €5

Figura 2. Sistemas coordenados cartesianos de mano derecha X y X. El sistema X se
obtuvo a partir de la rotacion de los ejes del sistema original X.

El vector a al cual nos referimos anteriormente, aunque ahora sea expresado en el nuevo
sistema de coordenadas, aun es el mismo vector. Los vectores unitarios del nuevo sistema
coordenado se pueden expresar en términos de los del sistema coordenado X,, X, y X;.
Por ejemplo :

e-=o e +0;e,+;.e (4.1)
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€=, e +og.e, +0 e,
En forma compacta las ecs. (4.1) son

e =0- e 4.2)

fi Ji ot
Los coeficientes o, son los cosenos directores de la transformacién X — X . Esto puede
ser demostrado tomando el producto escalar de la ecuacion (4.2) con cualquier vector
unitario e, :

Por ejemplo si e, =e, y Ej ='e;, entonces la ecuacion (4.3) es

e € = (4.4)
Ademas la definicion del producto punto permite escribir
e, -Ej :|| e, ||‘ Ej Hcos@eﬂ? (4.5)
en donde cost9ek;‘7 es el angulo entre los ejes X, y X7 . Como || e, || :H Ej Hz 1,laec. (4.5)
da
¢, "€ =cosf, . =, para j=1,23yk=1273 (4.6)

El coseno director o, es el valor del coseno de 6’k7, que es el angulo entre las rectas

definidas por e, y Ej.
El vector a en el sistema X toma la forma

a=a.e 4.7)

J

~.1

Utilizando la ec. (4.2) en la (4.7) para reemplazar E; por su representacion en el sistema X
se obtiene

a=a; ;e (4.8)

De la comparacion de las ecuaciones (1.2) y (4.8) se concluye

a4, =a o, (4.9)
que también puede escribirse en la forma

a, =0 a (4.10)
Esta ultima ecuacion es la ley de transformacion de vectores desde el sistema coordenado

X al X, en donde X se obtiene por rotacién de los ejes coordenados originales. En forma

matricial la ecuacion (4.10) es
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a, a; & 0(13 a4y
a, |=|0; 05 O;|la; (4.11)
a _
o3\ & O )\ 95
3x1 33 3X“1

Es crucial notar que el hecho de que a4, =, fue usado para escribir la ecuacion (4.10),

no significa que la matriz de coeficientes o, sea simétrica, sino solamente que la ecuacion

(4.11) puede ser escrita como

a, 11 0(51 0%1 a;
a, 1= 0%, 05, O, | a; (4.12)
u _

3 Gy OG5y 05 )| 45

En forma similar se pueden encontrar las componentes del vector en el sistema X en

funcién de las componentes del sistema X, para esto, sobre la base de la ecuacion (4.2) se

escribe

e =€ (4.13)
y esta permite escribir a en el sistema X a partir de a=a, e, coOmo

a=a0;e;
0 a=a,0; (4.14)
En esta ecuacion a, puede ser reemplazada usando la ec. (4.10) para obtener

E; =a.a; a (4.15)
Pero esta ecuacion solo es cierta si

oo = é'ﬁ (4.16)
0 O, O =0

Este resultado puede escribirse en forma matricial de la siguiente manera

11 12 13 11 12 13 11 12 13 1 00
a§1 0552 a§3 azl 0525 0{23 = 551 522 523 =0 10 (4'17)
a31 0%2 a§3 a31 aﬁ 0{33 551 532 533 001
y en forma matricial condensada como
T
{ae) {ar) ={6)] (4.18)
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Donde se introdujo la matriz {0{1_,;} , definida

a- o 0{13 (ef o5 a;

1 12 1 21 31
{azl?} = 0(21 0(25 a2§ = aiz 0(52 0132 (4‘19)
O; O O %y Oy O
y su transpuesta
. i % % &, &, 13
{0511?} = ali 0(25 0(35 = ail aiz 0(53 (4'20)
ay Gy O o &, O

En la ec. (4.18) también se ha introducido la matriz identidad, que expresada en forma de

elemento por elemento es

S~ O

1 0
{5,}=]0 0 (4.21)
0 1

T
Debe insistirse que la segunda representacion de la matriz {05”;} y su transpuesta {0{1.,;} ,

son correctas porque el coseno director entre los ejes i j es el mismo si se mide el angulo
de j aiquesisemidede i a ;.

La representacion, en forma matricial dada por la ec. (4.11), de la transformacion de los
componentes del vector a no es necesaria en el contexto del andlisis tensorial. Sin
embargo, muestra la gran utilidad de la notacion indicial y la convencion de la sumatoria.

Este aspecto vuelve a ser evidente al comparar las ecs. (4.16) y (4.17)

5. Producto diadico y tensores de segundo orden.

Considérese el producto de los vectores a y b, definido por
ab=(qe)(be)=ab,ece, (5.1)

Este resultado es completamente diferente a los productos escalar y vectorial puesto que
cada uno de los términos tiene asociado dos vectores unitarios, este resultado es lo que se
denomina producto diadico o tensor de 2do. orden. En forma expandida el producto ab,

que denominaremos A, es

Pagina 10



Capitulo I: Vectores y Tensores Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

A=ab=qbee +abee,+abece,
+a, b e,e +a,b,e,e,+a,b, e, e, (5.2)
+a,b e,e +a,b,e,e, +ta, b e e,
El producto ba, denominado B, es
B=ba=baee +ba,ee,+ba,e e,
+b,a,e,e +b,a,e,e,+b,a,e,e, (5.3)
+b,a,e,e +b,a,e,e, +ba e, e,

De la comparacion de ecuaciones (5.2) y (5.3) podemos ver que ab#ba porque en
general a,b #b,a,, a,b#b,a,, etc. La escritura del tensor A se puede simplificar
utilizando la nomenclatura

A.=ab, (5.4)

De tal forma que la ecuacion (5.2) es
A=4 ee, (5.5)

Donde 4,; son los elementos del producto diadico o tensor de 2do. orden.
Ahora se buscaran foérmulas para la transformacion de los componentes 4;; expresados en
el sistema de coordenadas X a su forma en el sistema X descrito en la Seccion 4. Los

elementos del tensor A definido en la ecuacion (5.5) en el sistema coordenado X son

1

~.1

Anteriormente se usaron las siguientes expresiones que relacionan los vectores unitarios de
ambos sistemas

e=0o.e, € =0 e, (5.7)

De tal forma que en el sistema de coordenadas X el tensor A toma la siguiente forma
A=A;; 0!;1_ ajj eiej (58)
De la comparacion de esta ultima ecuacion con (5.5) se concluye

4,=4 i O, 0 (5.9)

j j
Esta es la ley de transformacion de un tensor de segundo orden desde el sistema X al X.

En forma analoga se puede demostrar que

Ad=4, 0,0 (5.10)
La conclusion no es inmediata, pero el resultado anterior puede escribirse en forma

matricial como
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N
Ny

A4;

[ 12 3 %; &y O A11 A1z A13 i % &
Ads Ay An =@y 0y o || 4 A, Aoy ap an ) (1)
- = - A, A, A
A 31 A 33 A 33 d5 Oy O 31 32 B\ Gy G5 Oy

y, usando las ecs. (4.19) y (4.20), en forma matricial condensada como

{4} ={a) {4 }a) (5-12)

Con las definiciones

4 1 4 12 4 13
{4,}=|45 45 45 (5.13)
4 31 4 32 4 33
4, 4, A,
{Aij =\ 4, 4, 4y (5.14)
4, Ay A

En este punto cabe recordar que los tensores de segundo orden estan definidos por el
producto diadico de dos vectores, pero que no es raro representarlos, en términos de sus
componentes, en formar matricial. Asi, por ejemplo, el tensor de segundo orden

A =4 e e; tiene asociada la matriz de componentes

A, A, A
{A}:{Aij}z Ay A, Ay (5.15)
4y A4y, Ay

En forma similar el tensor identidad 1=, e, e, tiene asociada la matriz de componentes

100
{11={s,,}=10 1 0 (5.16)
0 0 1

Asi en adelante mas de una vez representaremos un tensor en forma matricial en términos
de sus componentes.

La comparacion de las ecs. (5.10) y (5.12) vuelve a porner en evidencia lo valioso del
analisis tensorial.
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6. Propiedades de los productos diadicos

a. La adicion de dos tensores es conmutativa
A+B=(4,+B,)ee,

=(B,;+4,)ee,=B+A (6.1)

b. El producto escalar de un tensor con un vector se define en la forma siguiente

r N

A-c=(4;¢e ¢e)(ce)=4,cele; ¢e)
=4,ce 0, =4, ce, (vector) (6.2)
En este desarrollo se ha introducido la convencién de anidamiento, que establece que el
producto escalar se lleva a cabo entre los vectores unitarios mas cercanos. El producto

escalar también se podria llevar a cabo en la forma alterna que introduce una convencion de

anidamiento basada en el producto de los vectores unitarios mas alejados

o

A-c :(Al.j e e )-(c,e)= 4, ce; (e;-e,)
=4,ce 0,=4,ce, (vector) (6.3)

Nosotros adoptaremos la convencion basada en los vectores unitarios mas proximos.
Notese que A-c=c-A solamente si 4, =4;. Si el tensor tiene esta propiedad se

denomina como tensor simétrico.

c. La definicion del transpuesto de A esta dado por la formula
T _ 4T
A =4 ee, (6.4)
en donde
T
A =4, (6.5)
El uso de esta definicion en la ecuacién (6.3) permite encontrar
c-A=(4;c)e,=(4]c)e,

=(4] c,)e,=A"c (6.6)

De este resultado no es dificil observar que si un tensor es simétrico A-c=c¢-A. Los

tensores simétricos aparecen frecuentemente en el estudio de Mecanica de Fluidos.

d. Un tensor antisimétrico estd definido por
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A’ =-A (6.7)

e. El producto escalar de dos tensores de segundo orden esta sujeto a la convencion de
anidamiento anteriormente adoptada.
A'Bz(Aij €e; ) (B e )=

=4, B, ¢, (ej ‘e )e = 4;; By, ¢, 5jk € =
=4, B, e ¢ (Tensor de segundo orden) (6.8)

f. El doble producto escalar de dos tensores de segundo orden también estd sujeto a la
misma convencion de anidamiento
A:B=(4,ee;):(B, e )=

= Aij B, e, '(ej e, )e = 4;; B, (e, 'ez)(ej €)=
=4, B,,0,0,, =4, B, (escalar) (6.9)

g. La elevacion a una potencia entera (n) de un tensor esta definida por el producto escalar

del tensor por si mismo. Asi

A’=1=6 ee, (6.10)
A'=A=4 ee, (6.11)
A =AA° (6.12)
A'=AA (6.13)

Es claro que si A es un tensor de segundo orden el resultado A" serd un tensor del mismo

orden.

h. Un tensor cualquiera se puede descomponer en la suma de un tensor simétrico y uno

antisimétrico.
A=4,ee =B+C (6.14)
en donde
1 1
A, =1(4,+A4,)+1(4,-4,)=B,,+C, (6.15)
0 sea
A = (A+A")+(A-A") (6.16)
%/_/
cualquier tensor tensor
tensor simétrico antisimétrico

La primer contribucion es un tensor simétrico porque al intercambiar indices
_ 1 _1 =Y
B=_(4,+4,)ee, =-(4,+4,)ee =B (6.17)
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y la segunda parte es antisimétrica porque
_1 __1 _ T
C=5(4,-4,)ee, =—-(4;,—4,)ee,=-C (6.18)

1. El doble producto escalar de un tensor simétrico con uno antisimétrico es cero.
Para demostrar esto buscamos el resultado w=A:B endonde A=A", B=-B". Usando
las representaciones de estos tensores en notacion indicial se encuentra

w=A B, =-A4,B, =-A, B,

Esta ultima expresion implica w=-w=0, que es la unica posibilidad de satisfacer la
igualdad. Por lo tanto A:B=0,si A=A" y B=-B’

7. Transformacion de tensores simétricos al sistema coordenado principal.

En Mecanica de Fluidos frecuentemente se encuentran tensores simétricos, por ejemplo los
tensores de deformacion y de esfuerzo. Estos tienen propiedades especiales que permiten se
les asocien direcciones y magnitudes especificas a los esfuerzos y deformaciones. Las
propiedades mencionadas estan asociadas a los valores principales del tensor directamente
relacionados a los ejes principales, y son andlogas a los valores propios y vectores propios
de una matriz.

Para encontrar los ejes principales se busca la transformacion del vector a por un tensor

simétrico A . El resultado es

a=A-a (7.1)
Se desea que el vector a tenga la misma direccioén de a, o sea

a=/Aa (7.2)
en donde A es un escalar. La substitucion de (7.2) en (7.1) resulta en

Aa=A-a (7.3)
En notacion indicial esta ecuacion toma la forma

A;a,=Aa, (7.4)
0

(4;,-Ad;)a; =0, i=1,2,3 (7.5)

Que también puede escribirse en forma matricial como
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4,—-A % A a
Ay A=A Ay a, =0 (7.6)
45 4 A=A )\ a4

La ecuacion (7.6) representa un sistema de ecuaciones lineales que tiene solucion no trivial

si y solo si el determinante de la matriz es cero. Esto es

det{4,-16,}=0 (7.7)

que puede expandirse, utilizando la férmula dada por la ec. (3.9), como

€k (An _ﬂé‘n )(A_/'Z -4 5_/2 )(Ak3 -4 5k3 )=0 (7.8)

Si la matriz {AU} es conocida, la ecuacion (7.8) es la ecuacion caracteristica para las raices
de A.Los tres valores de A que satisfacen la ecuacion caracteristica se conocen como
valores caracteristicos o valores principales. La expansion de la ecuacion (7.8), y el

agrupamiento de los términos en potencias de A, da la nueva forma de la ecuacion

A=A, +A,-1I,=0 (7.9)
Los coeficientes /,, II, y Il , son los invariantes del tensor A y estan dados por

I, =traza(A)= 4, (7.10)

I, =[I;-traza(A%)] (7.11)

11, =det{A} (7.12)

Notese que la ecuacion (7.10) define la traza de un tensor, o de una matriz, como la suma
de los elementos de la diagonal principal.
Para una matriz real y simétrica, todos los valores propios son reales. Si los valores propios

A, A,,y A, son diferentes, habra tres vectores principales independientes entre si que

satisfacen
A-a =4 a (7.13)
A-a,=1,a, (7.14)
A-a, =/, a, (7.15)

Si A es simétrico, como en este caso, los tres vectores a son ortonormales. Esto puede
demostrarse tomando el producto escalar de la ecuacion (7.13) por a,
a,-(A-a)=4a a, (7.16)

Que se puede reducir si se introduce la ecuacion (7.14) y la propiedad de simetria de A a
lo siguiente

A(a,-a)=4,(a, a)) (7.17)
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Como A, # A, , entonces

a,-a =0 (7.18)
Puesto que a,, a,, y a, forman un conjunto de vectores ortogonales, estos pueden ser
usados para definir vectores unitarios que sean la base de un sistema coordenado que tendra
ejes coincidentes con los vectores principales. Los vectores unitarios se encuentran de la

normalizacion de a

o = A ,parai=1,2,3(sin sumatoria) (7.19)

” q;

Debido a la ortogonalidad de los vectores

o- -0~ = 5ff
~ ~J tJ

(7.20)

Esta ecuacion en forma indicial es
Oy O =05 (7.21)

1
en donde ¢, es la k-ésima componente del vector ¢, porque estos pueden ser escritos

como
A; =) €, (7.22)

~ 1

Notese también que los coeficientes son los cosenos directores para la rotacion del sistema
con vectores unitarios e;al definido por los ¢, . Esto es mas claro si se observa que

a;-e =o, (7.23)
Abhora se buscaran las reglas de transformacion de las componentes del tensor

A=4ece, (7.24)
a las correspondientes en el sistema coordenado principal

A=4.aa (7.25)

Con este objetivo se substituye la ecuacion (7.22) en la (7.25), para encontrar

A=4 5 06,0 e, (7.26)
La comparacion de las ecuaciones (7.24) con (7.26) resulta en
4; = Z;; ., o, (7.27)
De la misma forma puede encontrarse
Por otro lado las ecs. (7.13) a (7.15) se pueden resumir como
A-g¢.=A.q. (sinsumatoriaen ;) (7.29)

y ésta puede escribirse como
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4, 0= A a; (sin sumatoria en i) (7.30)

La substitucion de la ecuacion (7.30) en la (7.28) da como resultado

A 5= A @ 0, (sin sumatoria en i) (7.31)

Ahora se utiliza la ecuacién (7.21) para reducir (7.31) a

A ;; =4 8, (sin sumatoria en i) (7.32)

Este ultimo resultado permite concluir que en el sistema coordenado con vectores unitarios,
el tensor simétrico A se transforma a un tensor diagonal y que los elementos de la diagonal
principal son los valores caracteristicos 0 principales.

A=1.,6,aq, (7.33)
Esta definitivamente es una propiedad muy conveniente para la manipulacion de tensores
simétricos (Figura 3).
Esta propiedad también puede usarse para desacoplar sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales ordinarias.

Transformacion

U“z
All Alz A13 ﬁ'l 0 0
{A}= 144, 4, A, {A}= 0 4 0
A32 A32 A33 0 0 2’2
- —_—
Seis componentes Cuatro componentes
diferentes diferentes, uno es cero

Figura 3. Transformacion del tensor A de un sistema coordenado cartesiano cualquiera al

sistema coordenado principal.
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8. Operadores diferenciales

Ahora mostraremos la representacion de operadores diferenciales en sistemas coordenados
cartesianos usando notacion indicial y la convencion de la sumatoria. El operador nabla es

un operador vectorial diferencial que se define como

d . d
*0x,

i

3
0 0 0
= — —e — 8.1
+e38x3 igl e’ax,. e’ax @.1)

Por lo que el gradiente de un escalar no requiere mayor manipulacion puesto que al aplicar

(8.1) aun escalar ¢ se obtiene

d
Vo =e— (3.2)
dx,
Sin embargo el gradiente del vector
v=v.e
da un tensor como se muestra a continuacion
w=le 2|y e )= 2% 83)
v=le,— |(v,e)= ee, :
‘dx, ) T ox,
dv,
Es claro que cada uno de los nueve componentes del tensor Vv es —
X.

l

El gradiente de un tensor de segundo orden es un tensor de tercer orden como se demuestra

enseguida

X.

1

0 d4,
VA=|e,— |(4,e e )=—""¢e,e ¢ (8.4)
a J: J ax J

1

La divergencia es el producto escalar del operador nabla aplicado a un vector

0 dv, v,
V'Vz(eia_xij'(vjej): axj. J; =a_xi

1

(8.5)

dv, dv, dv,
=14 24
dx, dx, OJx

(escalar)

Para un tensor, la divergencia es
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04,
V-A= eia_ (A e;e)=—"(5,))e, (8.6)
axi J J axl J
=aAik e, (vector)
0x

i

En forma expandida este resultado es

V.Az(a A, 0y 9 A“jel {a Ay 94y 0 A32je2

dx, dx, dx dx, Odx, dx
+ o 4, + J 4, + J 4 e, (8.7)
dx, Odx, 0Jx,

Por lo tanto el término v-Vv representa el producto escalar de un vector con un tensor, y

el resultado es

av ov
v-Vv=ve, {a_xl;ejesz[via_xfekJ

+(vlgvz+v avz+ avzjez

v
3
0 x,

+(vlav3+ AL av3je3 (8.8)

v, V3
d x, d x, 0 x,
La ecuacidon de movimiento de un fluido en estado estacionario tiene la forma

pv-Vv=-Vp+V .1+ pg (8.9)

El componente en la direccion x, es

P{vlgvl+vzavl 8v1]2_8p+8711+8721+8131_I_pgl

X, Jx, v38x3 dx, 0dx, dx, Oux,

En Mecénica de Fluidos, transporte de energia y masa es crucial el entender este tipo de

productos.
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El operador laplaciano esta definido como la divergencia del operador nabla
V?’=V.V

por lo tanto para un escalar

0 0@
Vip=V-(Vp)=|e,— |-|e,——
@ Vo) (e’ax,} (e-’axJ

g d¢
"fax,.axj 0x,0x,

2 2 2
V2¢)=a ?+a 420+8 (20
dx; 0dx, 0Xx;

De la forma anéloga el laplaciano de un vector es

2
0 indirectamente V-(Vv)=e[a—-[aieek]= 90" v ek=V2v
d0x / _

i

El rotacional de un vector también se puede escribir en notacion indicial y es

dv.

J

Vxv=e—xve, =
ox, X,

1 1

e xe,

avj
Vxv=e , —e,

ijk ax

i

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14a)

(8.14b)

(8.15)
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Como conclusion del capitulo:

Debe aprecirse el ahorro que se logra en la escritura, tanto en tiempo como en espacio, al
usar la notacion indicial para vectores y escalares. Este ahorro se vuelve mas importante
cuando se trabaja con operadores diferenciales. Esto podra apreciarse mejor cuando se
demuestre en los ejemplos de final del siguiente capitulo la derivada temporal del

Jacobiano, los teoremas del transporte y algunas de las ecuaciones de conservacion.
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Problemas propuestos
Grupo 1

Problema 1
. 1/2 .
(a) Demuestre que la magnitud del vector a dada por a = || a || = (af + aj) es la misma en
un sistema coordenado xy yenel x'y', que es el generado al rotar el sistema original

un angulo @ alrededor del eje z, o sea

1/2 1/2
2, 2 (e, e
(a +ay) —(ax+ay)

X

Esto es, el vector es invariante a la rotacion de los ejes coordenados.

(b) Un punto (x,y) del vector a define un dngulo « relativo al eje x y ' relativo al eje
x" . El angulo entre los ejes x y x'es ¢. Demuestre que a =a’ definen la misma
direccion en el espacio cuando se expresan en términos de los componentes en el

sistema xy yenel xy'.Estoes a'=a—¢.

w, u,
/6 \Hz
'r

la energia de interaccion entre dos dipolos de momento u, y B, puede expresarse como
— _“‘1 ‘U, + 3(“*1 'r)(uz -l‘)

[l o

Problema 2

(1)

y en forma escalar como

_ el |

y=1—1r =1
e[

(2cos 6, cosd, —sen b, sen b, cos @) (2)
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Aqui 6, y 6, son los angulos de g, y u, relativos a r. El angulo azimutal de p, relativo
al plano W, —r es ¢ . Demuestre que las dos formas son equivalentes.
Sugerencia: utilice la siguiente identidad trigonométrica en coordenadas esféricas que
relaciona las direcciones (6,,¢,) y (6,,9,) separadas por el angulo y

cosy =cosd, cosl, +send, send, cos(¢, — @,)

Problema 3
(a) Encuentre un vector a que sea perpendicular a
u=2i+j-k
v=i—-j+k

(b) si ademas deseamos que a sea un vector unitario ;Cual es el vector?

Problema 4
Demuestre que V(p@)=¢pVp+¢Ve, en donde ¢ y ¢ son funciones escalares

diferenciables las cuales dependen de x,, x, yx,.

Problema 5
Pruebe que V-(axb)=b-Vxa—-a-Vxb, en donde a y b son campos vectoriales

dependientes de x,, x, yx;.

Problema 6
Dado que el vector a=2e +3e,+e, corresponde al sistema de mano derecha con

coordenadas X,, X, y X,. ( Cuales son las componentes de a en el sistema de
coordenadas }T, }5 y }5 ? si estos ejes se obtienen de la rotacion de X, y }5

alrededor de X, permaneciendo este fijo. El angulo entre X, y }T es 60°.

Problema 7

El tensor A tiene los siguientes componentes en el sistema X,, X,, X;.

120
[Al=|3 1 2
12 2

Considerando la rotacion de los ejes del problema 6, ;, cudles son sus componentes en el
sistema X, X5, X3?
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Problema 8
Prueba las tres siguientes relaciones
a) € unp det{A4} =€ 4;,4,,0,,

b) 6det{d} =€ €

a[m a jn akp

mnp

c) €1€ij=0.

Problema 9
Usando las propiedades del simbolo de permutacion y la delta de Kronecker demuestra

€.k €ipn=91p Ojn =0 9,

Problema 10
Demuestre que los vectores a, b y ¢ son coplanares si
€ abc,=0
Problema 11
Pruebe que el area de un paralelogramo formado por los vectores a y b es

area = ||a X b||

Problema 12
Pruebe que el volumen del paralelepipedo formado por los vectores a, b y ¢ es

Volumen = (axb)-c

Problema 13
Demuestre que si {C;} ={4,}{B,} entonces det{C,]=det{4,] det{B, ].

Problema 14

Encuentre el producto del vector a=2e, +3e, +2e, con el tensor

10 1
[Al=|2 2 1
322

Si el producto no es conmutativo, encuentre ambas posibilidades.

Problema 15
Encuentre ax A y Axapara el vector y tensor del problema 14 ; Estan relacionados los

resultados? ;Coémo?
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Problema 16

Si
1 20 0 20
{A}=l0 3 1 {B}=|1 2 3
4 2 1 0 1 2
Calcule A:B, (Es el mismo valor?
Grupo 2

Problema 11
Pruebe la identidad ax an:%V( ||a||2)—a~Va .

Problema 12

Pruebe que para un escalar ¢ dependiente dex,, x, yx,, Vx(¢V@)=0.

Problema 13
Pruebe que para un escalar & dependiente de x,, x, yx,.z, Vx(Va)=0.

Problema 14
Pruebe que la divergencia del rotacional de un vector es cero, o sea
V. (Vxa)=0

Problema 15

Dado el tensor con los siguientes componentes

S N =
N O O

1
[Al=|1
0

a. Encuentre los valores principales.

b. Encuentre los ejes principales.

c. Demuestre que A se diagonaliza en el sistema coordenado principal.

d. Calcule A%, A®y A*.

¢. Demuestre que el teorema de Cayley-Hamilton es satisfecho por el tensor A (Ver
anexo al final de este grupo de problemas).
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f. calcule /,, I ,, IIl , con los componentes de A en el sistema coordenado principal y
demuestre que los valores son idénticos a los encontrados con las componentes

originales.

Problema 16
Pruebe que /,, 1I,, IlI, para un tensor arbitrario A son invariantes a cualquier

transformacion de coordenadas.

Problema 17
Pruebe que (A-B)" =A"-B’.

Problema 18
Pruebe que B -A=(A" -B)" .

Problema 19
Use notacidn indicial para probar las siguientes identidades para los campos vectoriales y
escalara,b y o
Vx(axb)=b-Va-b(V-a)+a(V-b)—a-Vb
V(a-b)=a-Vb+b-Va+axVb+bxVa
V-(ab)=aV-b+b-Va
V-(Vxb)=0
Vx(ab)=aVxb+Vaxb
Vx(Vxb)=VV-b-V? b

Problema 20
Use notacion indicial para probar que

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b)

Problema 21
Si {A} es una matriz de nxnelementos, demuestre que

det(—{A} )=(-1)" det {A} .

Problema 22
Decida si el siguiente sistema de ecuaciones tiene solucion notrivial

x+3y+3z=0
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x=y+z=0
2x+y+3z=0.
Problema 23
Encuentre la inversa de
3 21
{A}=2 2 1
1 1 4

Problema 24

Demuestre que si una matriz {A} es ortogonal su determinante es uno.
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Anexo Grupo 2

El teorema de Cayley-Hamilton.
El sistema coordenado principal puede ser usado para probar este teorema que permite

expandir potencias superiores de A en una forma simple. En el sistema coordenado de ejes

principales
ﬂ(t) 5!/
de tal forma que los elementos de A2
2
=A: Oy,
y los elementos de A’ son
=1 0,

@)
Puesto que los valores principales son 1ndependlentes del sistema coordenado, entonces los

valores de A’ y A’ sonun conjunto de valores fijo. Dado que
A=1,A-1,A+1I,
entonces

A =206, =1,4; 6, ~1,A, 6, +1,0J,

Sin embargo, en notacion tensorial

A= A -1, A+,
este es el teorema de Cayley-Hamilton. Notese que todas las potencias superiores de A
pueden ser reducidas a potencias de A’
Ejemplo:

A=A A= AN -1, A+ A=
=1,(1, A —11, A+ 111 1) -11, A* + 11T, A
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Otros problemas

Problema 25
Usando las propiedades del sistema coordenado principal resuelva el problema dado por las
siguientes dos ecuaciones diferenciales de primer orden

dy dy,

J1 =00 di

que estan sujetas a la condicion inicial
En =0 y, =1y »,=0

==Nt0

Lo que se solicita es que defina una transformacion para desacoplar las ecuaciones
diferenciales. Se podra entonces resolver facilmente para las variables transformadas y
finalmente usar la transformacion inversa para obtener las variables dependientes deseadas
originalmente. Esto se muestra esquematicamente enseguida

d y Transformacion d u Transformaciéon

dx — Ay al sistema principal dt — A_u N Soluci(r)n parau(t) al sistema original y(t)

{y}{ij {A}:[—ll TJ {Z\}:(ﬁ D

En donde A4, y A, son los valores propios del tensor A.

En este caso

Problema 26
Extienda el metodo propuesto en el enunciado anterior para la solucion de las dos

ecuaciones diferenciales de segundo orden siguiente

d2y1 =y -y d2y2 __
d x* b d x*

Wt

que estan sujetas a las condiciones de frontera
En x=0 y =1y » =0
En x=1 y =0y y, =1
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I1. Sistemas de coordenadas curvilineas

0. Algunos comentarios sobre el material incluido en este capitulo

Los temas que se presentan en este capitulo son fundamentales para estudios de ingenieria
quimica por las dos siguientes razones: a) el desarrollo de las ecuaciones de transporte para
cualquier geometria, y b) el planteamiento y soluciéon de problemas de transporte en
situaciones fisicas que puedan ser representados en sistemas de coordenadas ortogonales.
Por otro lado, aunque no se revisa el manejo de operadores diferenciales en sistemas no
ortogonales de coordenadas se presentan la base para su desarrollo.

Creemos que el material anterior, junto con el presentado en el Capitulo I, permitira el
desarrollo y comprension del alcance de los teoremas del transporte y de la divergencia que
son las herramientas fundamentales para la deduccion de las ecuaciones de transporte de
momentum, energia y masa.

En el desarrollo de las ecuaciones para la transformacion de las componentes de un vector
de un sistema a otro se ha introducido el uso de matrices. En la mayoria de los casos, para
insistir en la consistencia de la multiplicacion de matrices y de su igualdad, se han indicado
el numero de renglones y columnas. Muchas de las operaciones indicadas en términos de
matrices podrian hacerse usando, lo revisado en el Capitulo I relacionado a tensores y
notacion indicial. Esto se deja como ejercicio al lector, y es de particular importancia
realizar estos ejercicios si se va a profundizar en el estudio de problemas de transporte en
sistemas de coordenadas generalizadas. A los lectores con este objetivo se recomienda el
estudio de los libros de Aris [2] y Simmonds [9].

El material presentado en este capitulo se complementa con las formulas de los apéndices

Ay B que se encuentran en la parte final del texto.

Sobre las demas referencias

Los temas aqui presentados se desarrollan de diferente manera a la de algunos textos. En
este capitulo se presenta la definicion de los sistemas de coordenados curvilineos, las
expresiones para la transformacion de vectores de un sistema a otro y el desarrollo en
forma general de los operadores diferenciales. Esta forma de presentacion es la que sigue
Arfken en su libro [1]. Otros autores prefieren hacer el desarrollo en forma particular para
cada sistema de coordenadas y en general se restringen a los sistemas de coordenadas
polares, cilindricas y esféricas [Greenberg]. Otros autores, prefieren desarrollar los
operadores diferenciales cuando ellos sean requeridos, y asi por ejemplo obtienen el

Laplaciano cuando revisan la solucion de la ecuacion de conduccion de calor para
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geometrias esféricas y cilindricas [Kreyszig]. La forma utilizada en nuestro texto permite
generalizar a otros sistemas coordenados, y se puede sin mayor problema que el algebraico
obtener todas la expresiones para los doce sistemas de coordenadas ortogonales reportadas

por Spiegel [12, 13].
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1. Desarrollo de las bases vectoriales de sistemas de coordenadas curvilineas

Se introducirdn ahora sistemas de coordenadas curvilineas con vectores unitarios
ortogonales (cilindricas y esféricas) y sistemas de coordenadas no-ortogonales.

Comenzaremos por considerar tres funciones de valor simple en términos de las
coordenadas rectangulares x,, x,, x,, en una region tridimensional:

u' = fi(x,x,,x5), u’ = f(x,%,,x3), u’ = f1(x, %5, x;) (L.1)

Supondremos que estas funciones pueden invertirse para un punto con coordenadas u', u”,
u’ y entonces encontrar los valores correspondientes x,, x,, x,. Esta idea la podemos
expresar como

1 2 3 1 2 3 1 2 3
xl :¢1(l/l su ,u )9 xz :¢2(1/l su ,u )9 X3 =¢3(u U ,u ) (12)
O sea que a cada punto en el espacio le corresponden los conjuntos de valores u', u*, u’ y
X,, X,, X;. Para cada conjunto de valores hay un punto en el dominio. Las funciones u',

u”, u’ se denominan coordenadas generales o curvilineas. A través de cada punto pasan

tres superficies de coordenada constante
u'=K, u'=K,, u =K, (1.3)

Estas superficies (Figura 1) se intersecan en un punto y dan lugar a tres curvas: la curva
C,, por la intersecciéon de u' y u”; la curva C,; por la interseccion de u' y u’;y la curva

C,, por interseccion de u” y u’. Esto se muestra esquemdticamente en la Figura 2.

. 2
superficie u” = K,

l.

superficie u’ = K,

Figura 1. Superficies que generan un sistema coordenado curvilineo.
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Es claro que en el punto P se intersecan estas tres curvas. Las tangentes a estas curvas en
un punto dado se pueden usar para generar un sistema coordenado no-ortogonal, como se
muestra en la Figura 2. Para ello necesitamos encontrar expresiones para los vectores a,,
a, y a, que tienen la direccion de las tangentes. Estos serdn la base del sistema

coordenado. Para el desarrollo de esta base expresamos

P=P(x;,x,,%) r=r(x,x,,x,)

P=Pu',u*uw’) r=r',u’u’)

(1.4)

<

Figura 2. Base vectorial del sistema coordenado curvilineo definido por las coordenadas

u', u”, u’ que generan las curvas C,,, C; y C,;.

Curva C,,

Como se muestra en la Figura 3 y en la ecuacion (1.4) P representa un punto cualquiera en
el espacio, y r es el vector de posicion que indica el punto en cualquiera de los sistemas

coordenados.

Pégina 34



Capitulo II: Coordenadas curvilineas Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

r=r(u',u’,u’)

r=r(x',x*x")

\
=
N

X
Figura 3. El vector de posicion que determina el punto P puede expresarse en el sistema

coordenado cartesiano o en el sistema coordenado curvilineo.

Por ello un cambio diferencial en r se puede representar en términos de cualquiera de los
dos sistemas coordenados como:

dr=—9"gx (1.5)
xi

dr= aridui (1.6)
u

Los vectores unitarios e,, e,, e,de un sistema cartesiano estan definidos como
or
e = (1.7)

" ax,
entonces la ecuacion (1.5) puede escribirse en coordenadas rectangulares como
dr=e, dx, (1.8)

La definicion de los vectores base para el sistema de coordenadas generalizadas se puede
hacer de forma similar

Jor
= . 1.9
= (1.9)

En un sistema cartesiano de coordenadas e,, e,, e, son ortogonales entre si y de magnitud
unitaria, pero en un sistema generalizado esto no es necesariamente cierto. Sin embargo, de

acuerdo a las ecs. (1.9), también se puede escribir
dr=a du' (1.10)
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Y se pueden obtener los vectores unitarios de acuerdo a la siguiente formula

éi:L_L (1.11)

Jaia [a
En general en el sistema curvilineo tanto a,, a,, a, como €, €,, €, son funciones de
posicion, mientras que en un sistema cartesiano las bases vectoriales son constantes. Los
conceptos introducidos hasta aqui los ejemplificamos a continuacién con uno de los

sistemas curvilineos mas sencillos: el sistema coordenado cilindrico.

sk sk sk sk sfe s sk sfe sk sk she sk sk she s sk she sk sk she s sk she sk sk she sk st she sk sk she sk sk sk sie st she s sk she sk sk sk sie sk ske sk sk sk sie sk she sk sk ske sk st sfe sk sk skeoske skeoskeoske skeskeoske skeskok
Ejemplo 1

En este ejemplo encontraremos los vectores que forman la base del sistema coordenado
cilindrico. Para ello utilizaremos las relaciones, disponibles en el apéndice B, que definen a

las coordenadas curvilineas en términos de las coordenadas cartesianas

U =r=4/x +Xx; (EL.1)

W =0=tan"'| 2 (E1.2)
X

uw=z=ux, (E1.3)

Las superficies correspondientes a cada coordenada se muestran en el apéndice B. Para
obtener los vectores a, usamos las ecs. (19)

_or _dx,
0w o

a

e, (E1.4)

Aqui es claro que necesitamos invertir las funciones u' =u'(x,,x,,x,) dadas por las
ecuaciones (E1.1)-(E1.3) para obtener explicitamente x,, x,, x; . En este caso la inversion

no es complicada y se obtiene:

x, =rcosf =u' cosu’ (E1.5)
x, =rsend =u'senu’ (E1.6)
= z =u (E1.7)

La ecuacion (E1.4) puede expandirse para cada uno de las componentes
_dx, 0 x, 0 x,
l_aule]+aul e2+aul }
_dx N dx, N dx,

2= ou’ € ou’ © ou’ €

(E1.8)

(E1.9)
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_0x 0x, 0 x,

a3_8u3 e, ™ e, ™ e, (E1.10)
Este sistema de ecuaciones en forma matricial es
dx, 0x, 0x
ou' du' Ju'
T olax ox ox |
X X X
a, |= au; aui aui e, (E1.11)
a3 e3
—_— é’xl 8x2 8x3 —
3x1 37 o0ud ou 3x1
3%x3

Notese que los renglones de la matriz del lado izquierdo son las bases vectoriales y los
renglones de la matriz cuadrada del lado derecho son los componentes de cada uno de los

vectores base. Utilizando las ecuaciones (E1.5)-(E1.7) se obtiene

33 ng ng cosu’ senu’ 0
g;ﬁz 3; g;ﬁ =|-u'senu’ u'cosu® 0 (E1.12)

dx, dx, 0Jx, 0 0 |

du’ Jdu’ ou’
I3 3x3
Abhora utilizando esta informacion en (E1.8)-(E1.10) se obtiene

a, =cosu’e +senu’e, =cosfe, +senbe, (E1.13)
a, =-u'senu’ e, +u' cosu’e, =-rsenfe, +rcosbe, (E1.14)
a,=e, (E1.15)

Estos son la base vectorial del sistema coordenado cilindrico y se muestran en la figura
siguiente. Realizando los productos para i # j se encuentra que

a-a,=a-a;=a,-a,=0

Por lo que las bases vectoriales del sistema coordenado cilindrico son ortogonales.
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Sin embargo los vectores base no son
necesariamente los vectores unitarios
e =e e, =e,, e =e_. Estoporque

ro

a-a =1

_ 2
a,-a,=r" #1

a,-a, =1

Debemos entonces normalizar a,, a,, a, de acuerdo a la ec. (1.11) para obtener los

vectores unitarios de este sistema de coordenadas curvilineas

6 =2 (E1.16)

Con este resultado y con las ecs. (E1.13)-(E1.15) obtenemos

e, =e =cosbe +senbe, (E1.17)
€, =¢,=—senbe, + cosfe, (E1.18)
&, =6 =e, (E1.19)

Que son los vectores unitarios base apropiados. Enfatizamos que en este caso los vectores
a .y e, son funciones de posicion, sin embargo en cada punto son ortogonales entre si.
Debemos notar que si se restringe el sistema coordenado a un plano en donde z es

constante se recupera el sistema de coordenadas polares.
sk sk sk st sk she sk sk sk st sfe sk sk st ke sl sfe sk sk st sie sk sk s st st st sfe sk sk st sie sl sk sk sk st sie sie sk sk sk sk st sk sk sk st sie sl ske sk sk st sie sk sk sk sk sieosie sk sk sk skeoskeoske sk sk skoskosk

2. Bases vectoriales reciprocas

Los tres vectores a,, a,, a, forman un paralelepipedo de volumen

V=a-(a,xa,) (2.1)
En términos de a, a,, a, se pueden encontrar otros tres vectores
a, xa a, xa a, xa
al="2-3 ?=3 1) =102 (2.2)
V V V
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Estos vectores son normales a las superficies u', u”>, u’ respectivamente. La ecuacion

(2.1) se puede escribir en forma abreviada como

;A Xa
14

a (2.3)

en donde i, j,k son una permutacion par de 123. Esto se explica en forma grafica

enseguida:

.................. La direccion de las
flechas indica el orden
% de las permutaciones par

De la ecuacion (2.13) se puede ver que

1 :al'(azxa3):1

%
al.azzaz'(az xas)zo
V
de tal manera que en general
: Lsii=j
a'-a =0, = 2.4
;o {O,Sii;tj @4

en donde se ha usado la delta de Kronecker o,; para compactar la nomenclatura. Los
vectores a’' se denominan las bases vectoriales reciprocas. La ecuacion (2.4) muestra la
ventaja lograda al introducir las bases reciprocas puesto que el producto escalar de dos
vectores expresados en coordenadas curvilineas se simplifica significativamente si se
representa un vector en la base vectorial original y el otro en la base reciproca. Notese que
si los vectores a, son ortogonales, entonces los vectores a’ son ortogonales también. Si se

usan los vectores a, y a’ para representar un cambio diferencial en la direccion r

dr=du,a’ =du’a, (2.5)

Tomando ahora el producto escalar con a, (en donde k£ = 1,2 o 3) se obtiene
ak-dr:dujak-aj:duiak-ai (2.6)
6 du,=du' g,. (2.7

Pégina 39



Capitulo II: Coordenadas curvilineas Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

En donde se ha introducido el simbolo g,, que esta dado por

g, =a,-a, (2.8)
Estas cantidades se denominan coeficientes métricos. Andlogamente se obtiene también
a'-dr=du;a"-a’ =du' a* -a, (2.9)
du* =du; g" (2.10)
En donde se ha introducido la definicion
g/ =a"-a’ (2.11)

que se denominan también coeficientes métricos. Cualquier vector F puede escribirse en

términos de las bases originales o de las bases del sistema reciproco
F=f'a=fa (2.12)
Noétese que

a, F=f'g, =/ (2.13)

En esta ecuacion f, se denominan las componentes covariantes del vector F. También de
la ecuacion (2.11) se puede obtener
a‘* -F=f g" (2.14)

En donde f* se denominan las componentes contravariantes del vector F. Los vectores

unitarios de ambos sistemas se pueden obtener a partir de las bases vectoriales a,

n a, a,
6 =—"~——=— (2.15)
Va4, (8
De tal manera que en el sistema de las bases originales el vector F toma la forma
F=Jg. ffe= F & 2.16
Ve S = F g (2.16)
componentes
fisicas
En forma analoga en el sistema de las bases reciprocas
F=\g" f &= o€ (2.17)
s
En este sistema los vectores unitarios son
o a
& = — (2.18)
g

Para transformar un vector expresado en términos de las componentes contravariantes a
uno en términos de las componentes covariantes o viceversa se pueden utilizar las

ecuaciones (2.13) y (2.14) escritas en forma matricial
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N (& & &) [
=8 &n &x || S (2.19)

jL &1 8n 8 L

3x1 3x3 3x1
fl gll 12 13 f
fz _ g21 2 23 1, (2.20)
f3 g31 32 g33 fi

?XFIJ 3x3 ?XFlJ

Es claro que las ecuaciones (2.19) y (2.20) pueden utilizarse para obtener las componentes

covariantes a partir de las contravariantes y viceversa. Estas ecuaciones implican

gn 8 & g" glz g13 1 00
8n 8» 8 gz1 g22 g23 =010 (2.21)
81 8n &3 g31 g32 833 0 0 1
3%3 3%x3 3%3
" glz g13 g 8 8i 100
0 . g22 g23 & & & |=| 010 (2.22)
¥ g32 g33 81 8n &3 0 0 1
3%x3 3%x3 3x3

Cada uno de los elementos de la matriz identidad resultado de la multiplicacién de matrices
indicado en las ecuaciones (2.21) y (2.22) puede escribirse en términos de una sumatoria y

de la delta de Kronecker en la forma siguiente:

gikgkj :51‘] (2.23)
Las ecuaciones (2.21) y (2.22) implican también que
-1
81 8 i3 ! 2 g13
8y 8» 8n| = ! 2 g23 (2.24)
831 83 83 . g32 g33
3%x3 3x3
1 12 13 -1
g g g 81 &
0 2 g22 g23 =181 &»n 82 (2.25)
. g32 g33 831 83 &s3
3%x3 3x3

Ahora debemos recordar que
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dx,
a = ™ e (2.26)
e
Por lo que el coeficiente métrico puede encontrarse en términos de la derivada de las
coordenadas cartesianas como
0 X, 0x i
out du "

a2, =g,.=

Este resultado se puede simplificar para cada uno de los nueve coeficientes métricos para
obtener
_dx, dx,,

= . 2.27
du* ou' (2:27)

8

La obtencion los coeficientes métricos requiere de las relaciones x, =x,(u',u’,u’).
Enfatizamos que la ecuacion (2.27) es valida para £ =1,2,3 y i =1,2,3 por lo que de ella se
pueden obtener los nueve coeficientes métricos a partir de x, = x,(u',u’,u’). La matriz
formada con los nueve g,,, en términos de las derivadas de las coordenadas cartesianas con

respecto a las coordenadas curvilineas, es

dx, O0x, Odx, |[dx, Jdx, Jdx
g g, g du' oJu' du' || ou' Jud U’
boor o dx, 0x, OJx, ||dx, Odx, OJx,
8n 8»n 8xn| = 2 9a 9l 3d 34 9 (2.28a)
&1 8n &
dx, 0x, O0x; |[dx; dx; Ox
3x3 du’ du duw )\ du' Ju® ou’

3x3 3x3
En esta representacion es claro que la segunda matriz del miembro derecho es la
transpuesta de la primera. Las matrices involucradas en la ecuacion (2.28a) se representan

en forma condensada como:

&1 82 &
{glj} =1 8n En & (2.29)
&1 8n &
3x3
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g xi gxf g xi < elementos de la base vectorial a,
u u u
T | dx, dx, Odx, :
y { U} = 7 3 94 < elementos de la base vectorial a,  (2.30)
0 0 d
5 al 5 a2 5 = | elementos de la base vectorial a,
u u u
3x3
o también
q
T
BE=ln oy B =@ 8 w)
a,

Asi, podemos escribir la ec. (2.28a) en forma matricial compacta como

{e,}={r} {B)] (2.28b)

—_—— e e
3x3 3x3 3x%3
El producto punto de dos vectores puede expresarse ahora como

F.B = fi ai .bj aj = fi bjgl] (2.313)
FB:f, ai.bj a’ :f; bjg’j (231b)

Debemos recordar que para un sistema ortogonal g;; =0 si i # j, pero esto no implica que
g, =1. De lo desarrollado en el ejemplo anterior, encontramos que para el sistema

coordenado cilindrico la matriz de coeficientes métricos es:

I 0 O
{g,}=]0 0
0 0 1

Note que el producto punto escalar también puede escribirse como
F-B=fb'=fbh (2.31c)

Con este resultado se vislumbra la ventaja de combinar un vector expresado en términos de

la base original y el otro en términos de la base reciproca.
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3. Transformacion de vectores de coordenadas cartesianas a coordenadas curvilineas
El vector F en coordenadas cartesianas es
F=F_ e (3.1)

x,i i

Aqui usamos el subindice para recordar que nos referimos a las componentes en
coordenadas cartesianas y no a las fisicas correspondientes al sistema de coordenadas
curvilineas. El vector F en términos de las componentes contravariantes es

F=f"a, (3.2)

En donde usamos f“' la nomenclatura para recordar que se trata de las componentes

correspondientes al sistema curvilineo. De la ecuacion (1.9) sabemos que

dx,
a = ™ e (3.3)
De la combinacion de las ecs. (3.1) a (3.2) se obtiene
c,i a xj
1o Fva e, =F, e, 3.4)
) Ix; ...
0 Foj=507" 3.5)

Esa ecuacion puede expandirse para cada uno de las componentes y resumir los resultados

en forma matricial

F dx, dx, dx e
’ ou' Ju* Ju’
dx, Jdx, OJx
F — 2 2 2 2c, 36
w2 ou' Ju* Ju’ / (3-6)
dx, OJdx, Ox
Fus au? au; auz /e
[S— —_—
3x1 333 3x1

Si utilizamos para la matriz cuadrada la notacidon introducida en la ec. (2.30) y
denominamos

F;c,] fcﬂ]
{F.)=|F., {rot=| e (3.7)
Fx,3 fc,3
— —
3x1 3x1
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Entonces la ecuacion (3.6) puede escribirse en forma compacta como

Ed=12 1) (3.8)
— —_— —
3x1  3x3 3x1
De esta se puede obtener {fc’i} = {Ej}_l {ij} (3.9
3x1 3%3 3xl

Por lo que para expresar f' en términos de F. ; se necesita encontrar la inversa de la
matriz {B j} .
La ecuacion (3.4) establece que

o
a'-a; =0,

(3.10)

que puede expresarse como

i
a4, =0, (3.11)
Hay nueve ecuaciones de estas, que corresponden a la proyeccion de cada una de las bases
sobre si misma y sobre las otras dos. Escribiendo cada una de las ecuaciones contenida en

la ec. (3.10), y resumiendo el resultado en notacidon matricial, se obtiene

La primer matriz en esta ecuacion la denominamos

{Qi/} -

i
a

!
a

1
a,

3%x3

!
a,

dx, Jdx, OJx

ou' ou’ ou’

dx, dx, OJx,

ou' Jou’ ouw’

ox, 0dx, OJx,

ou' Jou’ ou’
3%3

1 0

0 1

0 0
3%x3

(3.12)

< elementos de la base vectorial reciproca a'

< elementos de la base vectorial reciproca a’

(3.13)

< elementos de la base vectorial reciproca a’

y si utilizamos la notacion introducida en la ec. (2.30) para la segunda matriz, entonces

podemos escribir la ec. (3.12) como

Esto implica

{Qii}{Pﬂf} ={0,}

(3.14)
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{ol={r) (3.15)

Es muy importante notar que cada uno de los renglones de la matriz {Qi.} tienen como
elementos tres componentes de uno de los vectores reciprocos, y que en contraste las
columnas de la matriz {P,k} estan formadas por los elementos de los vectores de la base
original.

La substitucion de (3.14) en (3.15) da como resultado

{ret={o, H{F. (3.16)
3%l 3x3 3x1

-1
La ecuaciéon (3.12) implica que la matriz {P]k} se puede encontrar directamente de la

matriz de componentes de las bases vectoriales reciprocas. Para ello debe ponerse especial
cuidado al formar la matriz {Ql./.} , ya que cada renglon de ella contiene como elementos los
componentes de la base reciproca y deben colocarse de esa manera.

Si se desea encontrar las componentes covariantes del vector F en términos de sus

componentes cartesianas puede utilizarse la ec. (2.19) escrita en forma compacta como

Ve =lea i) (3.17)
3x1 3x3 3x1

En esta relacion la matriz { g, j} fue definida en la ec. (2.29), la matriz { f "’i} esta dada por

la ec. (3.7), y hemos introducido la definicion

Jes
Uat=| Lo (3.18)
Jes
La substitucion de la ec. (2.28b) en lugar de { gij} en la ec. (3.17) da como resultado
r)={n) (] (3.19)
—_— ——

3x1  3x3 3x3 3x1
Ahora podemos utilizar la ec. (3.16) para obtener
ad={ed (P o {Fu (3:20)
—_—— e e —
3x1  3x3 3x3 3x3 3xl

Finalmente, si involucramos la ec. (3.14) en la (3.20), encontramos la siguiente relacién

para obtener las componentes contravariantes en términos de las cartesianas
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{£.)={r) {F.) 3.21)
3x1 3x3 3x1

>k ok 3 sk ok sk sk s sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk skeosk skok sk sk koo
Ejemplo 2
Dado el vector siguiente en coordenadas cartesianas
F=F, e+F,e+F e
6 en la notacion mas comiin F=Fi+F j+F k
Debemos encontrarlo en términos de sus componentes fisicas en coordenadas cilindricas.
Las bases vectoriales en el sistema de coordenadas cilindricas se encontraron en el Ejemplo
1 y son:
a, =cosu’e, +senu’e, =cosfe +senbe,
a, =-u'senu’ e, +u' cosu’e, =-rsenfe, +rcosbe,
a,=e,
De estas se pueden obtener las bases vectoriales reciprocas. Asi

V=a -(a, xa;)=r

a,xa «
a'=—2"3=cosfe +senfe, =a =¢,
V
g2 3% _ —senfe, +cosbe, _a,_¢
V r rPoor
a,xa
3 1 2 A
= —== 3=ez
V

Esto ejemplifica que en un sistema ortogonal de coordenadas curvilineas no hay diferencia
entre los vectores unitarios en el sistema base original y en el reciproco. Asi se puede
escribir F en el sistema base

F=/"a,

Pero de acuerdo a la ec. (3.16) las componentes contravariantes se pueden obtener a partir
de
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e cosd send 0 F

rer|=| - send  cos@ 0 F,
r r

ij <F

0 0 1 :

De aqui
ol _
S =cosOF +senf F,

co__send cosd
/o= pant i St
S =F,

y por lo tanto
F =[(cosO)F, +(senO)F, Ja; H{(-senO)F, +(cosO)F ] L 2 F, a3
r

Pero como

>
1Y)

4
r
F =[(cosO)F, +(senO)F, ]e, +[(—senO)F, +(cosO)F,] e, +F. e,
que en otra forma
F=Fe +F,e,+F.e.
Esta es la forma tradicional de escribir un vector en coordenadas cilindricas, en donde F|,
F, y F, son las componentes fisicas.

La conclusion se puede extender para cualquier sistema de coordenadas ortogonal y
establecer que tanto el sistema con base vectorial a’, como el sistema con base vectorial
a_, tienen las mismas componentes fisicas.

sk 3k s sk sk sk sk sk ok s sk sk sk sk sk sk s ke sk sk sk sk sk s ke sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk skeosk sk skeoskesk skosk
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4. Diferencial de volumen

El elemento diferencial de volumen se obtiene al considerar que los lados del elemento de

volumen estan formados por los vectores a, du', a,du’ y a,du’
dV =a,-(a,xa,)du' du’ du’ 4.1)

Si recordamos que las componentes de las bases originales son:

i

a,; = PP etc
entonces
dx, dx, dx
ou' Jdu® Ju’
Jdx, dx, Ox
a, -(a, xa,) =det auf 5 ué ayi = det{Pﬁ} =J 4.2)

dx, 0dx; OJx,
ou' Ju* Ju’

en donde J es llamado el Jacobiano de la transformacion. Utilizando esta nomenclatura en
la ecuacion (4.1) se obtiene
0 dv=J du'du’*du’ (4.3)

Se puede demostrar que
2

det({bﬁ}{b@i}T) = (det{bﬁ}) (4.4)

Por lo tanto de la ecuacion (2.28b) se puede obtener

det{g,} = (det{B})’ (4.5)
Cuyo valor se acostumbra a denominar g, de tal manera que en términos del Jacobiano
det{g,}=J"=¢ (4.6)
Asi el Jacobiano es
J=\g 4.7)
Lo cual permite escribir la formula del elemento diferencial de volumen como
dv =J du'dvdv’ =g du'du’du’ (4.8)

Debemos enfatizar que en un sistema coordenado ortogonal g, =0 para i # j. Por lo que
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dx, dx, 0Jx
ou' Jdu’ Iu’
dx, dx, OJx,
J =det 9 0u’ 0w =81 &» 833 4.9)
ox; Odx, Ox
ou' Ju* I’

sk ok s sk sk sk sk sk ok s sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk s sk sl sk sk sk sk s sie sk sk sk sk sk s sie sk sk sk sk sk s sie sk sk sk skeosk st s sk sk sk skok skoskosk ko

Ejemplo 3
Para el sistema de coordenadas cilindricas

{gij} =

0
2

S O
— O O

0
g=det{gij} =p

J:\/gzr

Asi que dV =rdrdfdz , que es el elemento de volumen en coordenadas cilindricas que

estamos acostumbrados a usar.
skskoskosksk sk skoskosksk skosksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk skosksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk
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5. Diferenciales de area

La obtencion del elemento de area perpendicular a una direccion se explica a continuacion.

Se obtendra explicitamente el elemento de area perpendicular a la direccion a,. Por lo que

con
dS,=a du'
dS,=a,du’
se puede hallar
dA,=dS,xdS,=(a,xa,)du' du’ (5.1)
cuya magnitud es
d 4, =|d A|=[(a,xa,) (axa,)]” du' du (5.2)

Para manipular la ec. (5.2) de una forma mas conveniente se introduce la siguiente
identidad
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c¢) (5.3)

Asi que la ec. (5.2) toma la forma
1/2
d A4, = ”d A3|| = [(al ‘a,)(a,-a,)—(a -a,)(a, '31)] du'du’
Ahora introducimos la ec. (2.8) para obtener
2 1/2 1 2
d 4 :||dA3||:|:gllg22_(g12) ] du du (5.4a)

Andlogamente se pueden obtener los elementos diferenciales de area perpendiculares a las

otras dos direcciones, y ellos son:
22 5 2 503
d4 =|dA|=]g,gs—(gs) ]| du’du (5.4b)
1/2
dd,=|dA,|=[g,g,-(g,)] du'dv’ (5.4¢)
Los resultados pueden resumirse como
2 1/2 j k
dA=[g, gu—(g,)] dudu (5.5)

Endonde i # j,k.
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Ejemplo 4

Para el sistema de coordenadas cilindricas

dd,

dA, !

dA,
El elemento de 4rea perpendicular a la direccioén » estd dado por
dA =dS,xdS,
dA, =(a,xa))du’ du’
d 4 =[g,8,-(25)] du*du

ademas g, =1 gy =Tr g5 =1
g,;=0parai#j
Por lo tanto

dA=Nr"dodz=rd0d:z

En forma andloga se puede obtener

dA,=ldrdz=drd:

dA,=Nrdrd0=rdrd®

sk sk sfe sk sk sk sk sk s sk sk ske sk sk sk s skeoske sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk s skeoske sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk st st skeoske sk sk sk steosie stk sleoskeoske skeoskeoskeoskeskoskoskoskosk
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6. Factores de escala de sistemas de coordenadas ortogonales curvilineas
Los coeficientes métricos son esenciales en el desarrollo de operadores diferenciales para
sistemas coordenados diferentes del sistema coordenado cartesiano. En un sistema

ortogonal el vector a, esta definido por las ecs. (1.9)

Jr
= = 6.1
al (auljuf,uk ( )

de tal forma que a, tiene la misma direccion que la de cambio de u'. A lo largo de esta

curva considere el cambio diferencial
ds,=a du’ (sin sumatoria) (6.2)
La magnitud de este segmento es
ds, =||d sl.||= a,-a, du =g, du (6.3)

En donde g, es el coeficiente métrico, y en términos de €l se define el factor de escala

como
h =[g, (sin sumatoria) (6.4)
Entonces el vector base en la direccion i se puede escribir
a =h €, (sin sumatoria) (6.5)
y la ecuacion (6.2) toma la forma
ds,=h du'eé, (6.6)

7. Gradiente de un escalar en sistemas coordenados ortogonales curvilineos
Considerando la funcion en el sistema coordenado curvilineo dada por
p=¢@ u’u’)
entonces su gradiente en coordenadas cartesianas es
99, _ 99 du’

= : . 7.1
dx, = Ju’ dx, K 7.1

Vo=

El gradiente de la coordenada u’ esta involucrado en esta expresion, ya que esta dado por

j
vl = e (7.1)
0x,
Por ello la ec. (7.1) puede ser escrita como
V=22 v, (7.3)
ou’
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Con ayuda de la ecuacion (6.6) se puede escribir el cambio diferencial de posicion como

ds=heédu +h e du’+hédu’ (7.4)
Ademas como ¢ =@ (u',u’,u’) su diferencial total es
d0=22 (1.5)
ou'

Como un paso intermedio hacia la deduccién de la formula del gradiente se propone
Vo=21¢, (7.6)
en donde los coeficientes A, se determinaran a continuacion. La relacion general para la
derivada direccional permite escribir
ds-Vo=dg¢ 7.7)

Ademas, para un sistema ortogonal ( porque €,-€, =9 ;) la substitucion de las ecs. (7.4)-
(7.6) en (7.7) da como resultado

A1h1du1+/12h2du2+/?3h3du3=%dui (7.8)
u
Esta expresion nos permite concluir que los coeficientes 4, son
1
A=109
h, du

(sin sumatoria) (7.9)

Al reemplazar los coeficientes A, , dados en la ec. (7.9), en la ec. (7.8) se obtiene el
gradiente de una funcion en un sistema coordenado ortogonal
_1dep,. 10dp. 10d¢.

+——"¢ (7.10)

Vp=——"—¢&+——¢
4 hou ' houC hou

Adicionalmente de la comparacion de esta ecuacion con la ec. (7.6) se concluye que el
gradiente de una coordenada en un sistema curvilineo ortogonal esta relacionado a los

factores de escala por la formula

e,
Vu' = h—’ (sin sumatoria) (7.11)
j

8. Divergencia de un vector en sistemas coordenados ortogonales curvilineos

Considérese el operador Nabla

o _ w3 _ 3

V=e, =e, . ,
0 x, dx, du’ ou’

(8.1)

Para un sistema coordenado ortogonal, el vector F puede escribirse en términos de sus

componentes fisicas como
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F=F'¢ =F"(&x&)+F (&x¢)+F (&xe,) (8.2)
Y utilizando la ec. (7.11)
F=F'hh (Vu'xVu)+F> by b, (V' xVu' )+ F h h, (Vu' xVu?) (8.3)

Ahora podemos utilizar el operador nabla de acuerdo a la ec. (8.1) para obtener la

divergencia de F
%-[Fl hy by (Vi xV ) |

V-F=Vu'

;0
+Vu ﬁ-[ﬁ hy by (V' xVau') ]

+Vuia—i-[F3 hy by (Vi xV ) | (8.4)
du

Expandiendo el miembro derecho de esta ecuacion obtenemos

V-F=Vu «(VuszLﬁ)W[F' hy by |
+Vui-(Vu3xVul)a—[F2h by ]
ou' >
+Vu' (V' xvuz)a—[# hoh ]
ou' ’

;0
1 i 2 3
+F' by hVu W[Vu XV |

.0
+F*h hVu' —| V' xVu'
3 au, I: :'

+F by hzvuf%-[vulvaﬁ] (8.5)
u

Los tres ultimos términos pueden eliminarse, porque

2 _ _ ,
Vu' — | Vu' xVu* |=V-|Vu/xVu* |=0 8.6
ol 1=v{ ] (8:6)
Este resultado es valido en general porque un campo vectorial originado por un potencial
(campo conservativo) es irrotacional. Asi, de acuerdo a la siguiente formula para dos
campos escalares @ y i cualesquiera

V-VexVy)=Vy-(VxV@p)-Ve-(VxVy)=0

Por lo tanto la ec. (8.5) se reduce a
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; 0
V-F=Vu -(Vu2XVu3)ﬁ[Fl hy by |
+vul‘.(vu3xvu1)a—[F2h b ]
ou' ’

+Vui~(Vu1XVu2)a—i[F3 hoh ] (8.7)
ou

La contribuciéon de los gradientes de las superficies coordenadas, con la ayuda de la ec.

(7.11), se puede escribir como

Vui-(Vuijuk)zéi-(éjxék){ } (8.8)

hl h2 h}
Siempre y cuando i, j y k estén en orden de una permutacion par de 123. El analisis esta
limitado a sistemas ortogonales, por lo que si i, y k son diferentes entre si y estan en

orden de una permutacion par de 123

e (e xe)=1 (8.9)
Asi finalmente la expresion para la divergencia de un vector esta dada por
1 0 0 0
V-F= —(F' h, )+ F*h ) +—(F h h 8.10
h.hzhg{aul( ) 1) auz( ) au3( 1 2)} (8.10)

9. El Laplaciano de un escalar en sistemas coordenados ortogonales curvilineos

Si se inicia con el campo vectorial dado por

F=V¢ 9.1)
De la ec. (7.10) se obtienen las componentes fisicas de F que son
F'= ia—‘é (sin sumatoria) 9.2)
hl' 8 u’

La substitucion de la ec. (9.2) en la (8.10) da como resultado la expresion para el

Laplaciano del campo vectorial ¢
Vi = 1 81 h2h38¢1 N 82 hlh38¢2 +83 hlhza¢3 9.3)
hhh|du\ h du ) du\ h, Jdu ou\ hy, du

Las férmulas anteriores tienen gran importancia ya que existen al menos 11 sistemas de

coordenadas ortogonales curvilineas. Adicionalmente en este tipo de sistemas coordenados

las ecuaciones diferenciales parciales son factibles de resolverse por separacion de
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variables, y por lo tanto las soluciones pueden escribirse en términos de series de funciones

ortogonales.
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Ejemplo 5
Los factores de escala para una sistema de coordenadas cilindricas son

h =1 hy=r hy =1

Por substitucion directa de estos en la ec. (7.10) se obtiene el gradiente de una funciéon
escalar

Utilizando los factores de escala junto en la ec. (8.10) se obtiene

1] o 0 0
VF=| L (F s+ (F)+2(F
}[ar( ,~’”)+ae( e)"‘az( z”)}
o)
10 10 0
VF=-l (rF)+ -2 (F)+ 2 (F
rar(r r)+ral9( 9)+az( 2)

Aqui debe quedar muy claro que el vector en coordenadas cilindricas esta representado por
F=F¢& +Fé,+F.¢,

Finalmente el Laplaciano se obtiene por substitucion directa de los factores de escala en la

ecuacion (9.3)

10  0¢. 10°¢ 0°¢
Vip=——(r—)+—
/ rar(rar +r2892+822

sk sk sk st sk sk sk sk sk ke s sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk s sk ke sk sk sk sk sk i sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skt sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk skoskokoskoskok skosk
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10. El teorema de la divergencia.
Se comenzaré con la demostracion del teorema expresado como
[vaar= [ ands (10.1)
va o/
para un volumen %~ con superficie o/ que puede descomponerse en dos partes
representadas por graficas z=1z(x,y) y z=2z,(x,y) y el campo vectorial a es continuo.

El volumen y sus caracteristicas se indican en la Figura 4.

n=(+)

z=z,(X,))

z:zz(x,y)
X

n=(-)

Figura 4. Solido de volumen 9 y superficie o/ que puede descomponerse en dos
graficas z,(x,y) y z,(x,»). El vector n es unitario, normal a la superficie o'y
dirigido hacia afuera del volumen 7.

Para demostrar el teorema, la ecuacion (10.1) se expande de la siguiente forma

| (aax+a“y+a“zjd1/:j (a,in+a jntakn)ds  (102)

5 dx dy Odz o
Esta ecuacion puede demostrarse si logramos probar que
| aa—a;dV: a i-ndS (10.3a)
va oof
[ 94, 4y - [ ainds (10.3b)
¥y Y
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| aa“z dV= [ ak-nds (10.3¢)
g %F oo/
Nosotros trabajaremos en los detalles de la ec. (10.3c). Utilizando la nomenclatura

introducida en la Figura 4 la ec. (10.3¢) puede rescribirse como
da, 2@ 0 az
jy dv = j jj S dzdydx = [ j[a

Aqui estamos implicando que

a } dvdx  (10.4)

enz,(x,y) n=(+),en ladireccion de k

o (10.5)
enz (x,y) n=(-),en ladireccion de -k
De tal forma que se pueden demostrar las siguientes relaciones Problema 17
en z,(x, dxdy=+k-ndS
2(%, ) ly (10.6)

en zi(x,y) dxdy=-k-ndS
Con las ecs. (10.6), la ec. (10.4) toma la forma

2dV= [ a n-de—j a| (-n-kds)= j an-kdS (10.7)
aZ 2z 7

v A oA oo/

En donde % y o% son las superficies en las que k-n=(+) y k-n=(-),
respectivamente.
En forma analoga podemos demostrar (10.3a) y (10.3b), y por lo tanto hemos demostrado
el teorema de la divergencia expresado como
fv-ade j a-n dS (10.8)
a ool
para un volumen % cuya superficie o puede representarse como la suma de dos
graficas, y un campo vectorial a continuo.
Ahora demostraremos que el teorema también es valido para volumenes, como el mostrado
en la siguiente figura, que pueden ser descompuestos en dos volimenes para las cuales la
ec. (10.8) es valida.
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Z A

X

Figura 6. Solido que puede ser descompuesto en dos regiones solidas 9 y 9, , cuyas
superficies pueden ser descompuestas en dos graficas.

El volumen 7 es la suma de los volimenes 7, y %, , por lo cual se puede escribir

[V-aar=[v-adr+ [ v-aar (10.9)
v n 7
Como 9 y 9, tienen superficies que se pueden descomponer en dos graficas
[v-adr= [ n-ads (10.10)
n o o
[v-adr= [ n-ads (10.11)
7 e

Notese que o +c = oo/ +209., en donde o es el area de la superficie comun de 7,

- . _ , ., . .
y %, . En esa superficie n | oof = n |@% , por lo que si la funcion vectorial a es continua

en 9, entonces

n-a =-n-a|_, 10.12

Ly =nal, (10.12)

Por lo tanto al sumar las ecuaciones (10.10) y (10.11) y usar la ecuacion (10.12) obtenemos
jv-adV= j n-ads (10.13)
v ool
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para cualquier volumen %" que pueda descomponerse en volumenes cuya superficie pueda
representarse como dos graficas. El campo vectorial a debe ser continuo en 9.
Con un procedimiento similar puede demostrarse el teorema para voliimenes tales como los

mostrados en las siguientes figuras

Z A

Ny

N
)" Huecos internos

X

Figura 6. Sé6lido con un hueco interno. Figura 7. Solido con huecos internos y

externos.

Asi podemos concluir que el teorema de la divergencia expresado por la ec. (10.13) es
valido para cualquier campo vectorial a continuo en el sélido de volumen %" que esta
envuelto por la superficie o superficies oo/ .
Otro resultado 1til se consigue si se introduce
a=MDb
en donde M es una funcion escalar arbitraria y b es un vector constante. De esta manera
V- (Mb)=b-VM+MV-b, porqueV-b=0

Usando esta relacion en la ecuacion (10.8)

jb~VMdV= j Mb-n dS
¥ oot

b jVMde j Mn dS

y oo
6 [vmar=| mnas (10.14)
Y oof

Esta es la extension del teorema de la divergencia para el gradiente de una funcion escalar.
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Para extender el resultado a un tensor de segundo orden usaremos la siguiente relacion
a=B-b (10.15)
en donde b es un vector constante.

d
V-a:V-(B-b)=eia—[B e e be,|

Jk T
X

Jk

0 N
V-a:V-(B-b)zefa—)Ci[B e.e, -bpep}

0 0B, d0b

ZE[BM bk]: 9x by +Bika_;
=(V-B)-b+B:(Vb)"
=0

Por lo tanto la ec. (10.8) se puede escribir como

jV-BdV b= j (B-b)-n dS (10.16)
v oo/

(B-b)-n=B, b n =nB, b=n-B)-b=(B"-n)-b

ij =yt
Usando esta relacion en la ecuacion (10.16) podemos obtener el teorema de la divergencia

para un tensor de segundo orden

V-BdV=| n-BdS= | B"-ndS (10.17)
J J J
v oA oo/

En los siguientes ejemplos, la deduccion de la ecuacion general de la hidrostatica y de la
ecuacion diferencial de la temperatura de un s6lido, se muestra la conveniencia de disponer
del teorema de la divergencia sin que esté restringido a un sistema particular de
coordenadas. Por supuesto que la deduccion tiene implicita todas las complicaciones que
conlleva el aceptar el significado fisico de cada uno de los términos. Mas adelante se
muestra el poder del andlisis tensorial al combinarlo con el teorema de la divergencia y
algunos conceptos usados en mecanica del continuo para obtener la derivada temporal del
Jacobiano de una transformacion de coordenadas, el teorema del transporte y la ecuacion de
continuidad. En los ejercicios propuestos se solicitara al lector la justificacion de algunos de

los pasos implicitos en el desarrollo.
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Ejemplo 6
Deduccion de la ecuacion general de hidrostatica
Considérese un volumen de forma arbitraria con volumen 9 y delimitado por la superficie

oo/ . El balance de fuerzas sobre tal volumen es:

[ ogar + [ t,ds =0 (E6.1)
v oo/
%/_/
fuerzas fuerzas
gravitacionales ,
superficiales

En condiciones de reposo el vector de esfuerzo esta relacionado a la presion por
tw=—pn

Asila ec. (E6.1) toma la forma

[ pgav+ [ -pnds=0 (E6.2)

v ool
Utilizando en el término de presion el teorema de la divergencia para un vector

[ pgav-[vpar=o

v va

6 j(pg—vp )dV =0 (E6.3)
va
Como la region 9" en la que se realiza el balance de fuerzas es de forma y tamafio
arbitrario, debemos reconocer que la integral (E6.3) es cero no por los limites sino por el
integrando. Asi que
—Vp+pg=0 (E6.4)

Esta es la ecuacion general de la hidrostatica.

Ejemplo 7.
Deducién de la ecuacion diferencial de energia térmica para un material so6lido.

Considérese un volumen de control %" de forma arbitraria y determinado por la superficie

oo/ . El balance de energia sobre tal volumen es, en general:

Rapidez de acumulacion Rapidez de intercambio Rapidez de generacion
de energia térmica =4 de energia térmica +< de energia térmica
en el cuerpo con los alrededores por fuentes homogéneas
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Al representar la igualdad anterior en términos de la temperatura, las propiedades del solido

y del flux conductivo se obtiene:

0
EJ‘,OCP(T—TO)dV= [-nqaa + [sar (E7.1)
4 o/ a
Rapidez de acumulacion de energia Energia intercambiada Rapidez de
por contacto generacion

También se introdujo la rapidez de “generacion” (mas bien conversion de un tipo de
energia a energia térmica) de energia puntual S, en el material s6lido, que puede deberse

por ejemplo a radiacion electromagnética o cambio quimico.

La representacion del contenido especifico de energia del solido se ha hecho en términos de
su entalpia pC, (T ~T,), en donde T es la temperatura del estado de referencia.

Como el volumen de sélido no se deforma cuando transcurre el tiempo la ec. (E7.1) se
puede escribir como:

0
J.g[,on(T—T}))]dV= [-nqaa + [s.ar (E7.2)
va oo/ va
El uso del teorema de la divergencia permite escribir la ecuacion anterior como
)
j g[pcp(T—TO)W-q—SV] dv =0 (E7.3)

va
Como la region 9" en la que se realiza el balance de fuerzas es de forma y tamafio
arbitrario, debemos reconocer que la integral (E6.3) es cero no por los limites sino por el

integrando. Asi que

0
E[pcp(T—I;))W.q—sv] (E7.4)
Esta puede escribirse como
)
E(,OCpT)=—V-q+SV (E7.5)

Al invocar la ley de Fourier q =—kVT, se obtiene la forma tradicional de la ecuacién
diferencial de la temperatura de un s6lido de propiedades constantes:

oC, aa_{ =kV’T+S, (E7.6)
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Ejemplo 8
Deduccion de la derivada temporal del Jacobiano de la transformaciéon de
coordenadas del sistema cartesiano fijo a uno mévil.

En este ejemplo se pretende mostrar al alumno el poder del andlisis tensorial, y la existencia
de problemas que seria mucho mas dificil de resolver sin tener a la mano esta herramienta.
En la deduccion de las ecuaciones de transporte en volumen de control movil que esta
sujeto a una deformacion arbitraria, se requiere la derivada del Jacobiano del cambio de un
sistema de coordenadas cartesiano con origen fijo (x;,x,,x,)a un sistema cartesiano con un
referencia a un observador con posicion (fl,fz,é)que se mueve a la velocidad arbitraria
w , este concepto no es facil de aceptar, ayudara a ello la lectura de las paginas 9 a 21 del
libro de Salttery (1999).

Para este caso el Jacobiano esta definido por

dx, 0x, dx,

; (E8.1)
ﬁa;a;aé

Su derivada temporal total es

dJ _d [ dx, 0x, axk] e (ax dx; axk]

dr #0505 08 ) " dilagag ag (E82)

dx, 0%, dx, dx, d (9x, dx, dx, 0X; d (dx,
l/k +El/k +Et/k
dt a; 852 ¢, afldt 852 ¢, ¢ 9¢, dt 0,

Usando el hecho de que las coordenadas son funciones continuas permite escribir

dJ__ 9 ( jax ox, . 9x 0 (dx jaxk ox. 0X; 0 (dxkj (E83)
dr " 9g aéaé SrIE g, 9 “aéaéaé '

X,
Los términos /

indican la rapidez con la que se mueve un observador en la direccion

(3323

77, o sea las componentes w; de la velocidad w. Por ello la ec. (E8.3) puede escribirse
como

dJ __ 9w, dx axk dx, oW, axk dx. 90X, dw,
dt St 8531 852853 o 85‘1 ¢, 853 ”kafl 852 ¢,

El uso de la regla de la cadena para reescribir cada uno de los términos que involucran las

(E8.4)

componentes W/. ,
0 w, dx, ow ’
9&, &, Ox,

permite reescribir la ec. (E8.4) como
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dJ __ 9x,0w 0%, dx, dx, dx, Ow, dx, dx,0x; 0x, , Ow,

— =€ + + E8.5
d1F 3¢ 9w, 98, 9E, | M 3E 9L aw, 9L, | ¥ 9 OF, 9E, ox, (£83)
O en forma compacta en la forma
dJ _dw ow, ow
A (A E8.6
dt axm( lm)+axm< 2m)+axm( o) (E8.6)
En donde 4,, se introdujo
) 0
dx, 09X, dx, ox, dx, axk dx, 0x; dx, (ES.7)

A pm + ) l
S o ¢ 852853 P a; ag-;ag-; ”’8; 852 8§3
Para explicar lo que implican estas definiciones se muestra a continuacion uno de los 4,
en detalle
dx, dx, 8x3 dx, dx, dx,
A, = € TE€,
0¢ 98, 9¢; 0¢ 98, 96,
dx, 0x, ax3 dx, dx, 0x,

+e +e E8.8
2138;852853 312851852853 ( )
dx, 0x, 0x,, dx, dx, dx,
+€ 231 +e321
06 06, 06, d¢g d¢, 9¢
Por comparaci(')n de la definicion del Jacobiano con la ec. (E8.8), se puede concluir
=0,,J (E8.9)
De tal manera que la ecuacion (E8.6) se reduce a
4T _ 0% yy.w (E7.10)
dr 8 X,

Asi hemos encontrado una expresion para la derivada del Jacobiano del cambio
coordenadas (x,,x,,x,)=(¢.¢,.4,).

Para el caso en que el volumen de control es movil y se deforma de acuerdo al movimiento
del fluido para el que se pretende encontrar la ecuacion de transporte, el cambio de
coordenadas (x,,x,,x;)=(&,&,,&,) esta gobernado por la velocidad del fluido w y la
derivada temporal se conoce como derivada material, asi el resultado de la ec. (E7.9) puede
escribirse como

DJ _ 8 v,

—_— =JV-v E8.11
Dt ax ( )
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Ejemplo 9

El teorema del transporte

El teorema del transporte permite intercambiar el orden de diferenciacion temporal e
integracion en un volumen de control que se deforma a la velocidad del fluido en el que
esta situado, esto es precisamente la definicion de un volumen material 7, (¢), como el

mostrado en la figura siguiente:

z

1.
/\/

Figura 8. Volumen material de forma arbitraria, volumen 7, () y area superficial o</ (¢).

El volumen se desplaza dentro de un fluido en movimiento, n indica el vector
unitario y dS' el diferencial de area superficial.

Por ejemplo, podemos preguntarnos qué sucede con la derivada del total de la propiedad
volumétrica i (densidad, concentraciéon molar, energia por unidad de volumen 6 cantidad
de movimiento volumétrica) contenida en el volumen material cuando se invierte el orden
de la diferenciacion e integracion:

D ydV =7 (E9.1)

Dt T (t)
Aqui se debe entender que dV =dx,dx,dx,. Esta operacion no puede realizarse
directamente ya que los limites de integracion se modifican con el tiempo como lo indica
claramente 7, (t) Sin embargo podemos realizar la integral en el sistema de coordenadas
material (£,&,,&;) que se modifica de acuerdo a la velocidad del fluido v y asi los limites
de integracion en este sistema de coordenadas no cambian con el tiempo pues en el sistema
de coordenadas permanece constante 7, (0). Asi al realizar el cambio de coordenadas
(x,%,,%,)=(&,5,.&) en el diferencial de integracion tendremos dV =Jd&d&,dS,, y la
integral dada en la ec. (E9.1) toma la forma

D D
— dV =— Jdgdc,d E9.2
Dt%;‘.(t)l// Dt%j(o)w £dg.dé, (E9.2)
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En la segunda integracion los limites determinados por 7/, no dependen del tiempo. Asi es
posible escribir.
D D
— | wav= | —(wJ)&dSdE, (E9.3)
Dt vir) «AO) D1
Desarrollando la derivada se encuentra
D Dy DJ

Z (v =J =y ==
Dt(l//) Dt +l'//Dt

Que al usar la ec. (E8.10), para la derivada del Jacobiano, toma la forma

D Dy Dy
—(wJ)=J—+pyJV-v=J| —+pyV-v E9.4
Dt(l// ) Dt v [Dt v J ( )

Con este resultado la ec. (E9.3) puede escribirse

D J‘ Dy
— [yar=| (—+1//V-V}Idajd§2d§3 (E9.5)
Dty 2o\ D1

En esta ltima la presencia del diferencial de volumen dV = Jd&d¢&,d &, , permite rescribir

D Dy
D_td"‘ l//dV = MJ‘ [—Dt +U/V . Vj dxldxzdx3 (E96)
7m(t) 7m(t)
O sea
= [ pav = J BY yvovav (E9.7)
Dt .7, o\ Dt

El integrando puede reescribirse al usar la derivada material en términos de la derivada

parcial y la velocidad como

Dy oy oy
— 4y V.v=—+v-Vy+yV.v=—=+V-(pv E9.8
oy TV oy vty oy (wv) (E9.8)

Asila ec. (E9.7) es ahora

D d
el f wdV = I (a—l/t/+v-(wv)JdV (E9.9)

Que al usar el teorema de la divergencia en el segundo término del integrando toma la

forma conocida del teorema del transporte de Reynolds

D

Iy
= v=[ |22 av : dA E9.10
5 v = 5o g v 10

7 (t)
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Note la importancia de haber contado con la formula para la derivada del Jacobiano de la
transformacion (x,,x,,x,)=(£.4,.¢;). La ec. (E8.10) toma la siguiente forma cuando el

volumen de control ¥/(¢) se deforma arbitrariamente de acuerdo a la velocidad w

d

< [ war= | (a—'/’Jdm [ n-(ww)ada (ES.11)
dt (1) (1) e

ot A (1)

Esta expresion se conoce como el teorema general del transporte.

Ejemplo 10.
Deduccién de la ecuacién de continuidad en un volumen de control material 7, (7).
El volumen 7, (t) , por definicion, tiene la propiedad de que contiene siempre la misma
masa, asi

D

oy j odV =0 (E10.1)

7u(t)

Al aplicar el teorema del transporte con i = p, se obtiene

Dot parv= [ (a—pjdm [ n-(pv)aa=0 (E10.2)
Dt - 2ol odt ,{
20 20 0
O sea
_f(a—p]dV+ [ n(pv)as=0 (E10.3)
22\ 91 ()

Que toma la siguiente forma después de la aplicacion del teorema de la divergencia y

agrupacion de términos

[ [a—p+V-(pv)jdV:0 (E10.4)
NG
Debido a que el resultado es vélido para cualquier 7/, (z) finito, se concluye
aa—’t)+v-(pv)=o (E10.5)

Que es la ecuacion de continuidad de un fluido cualquiera incluyendo uno compresible. El
resultado por supuesto incluye las restricciones implicitas en el uso de derivadas y los

teoremas de la divergencia y transporte.
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Ejemplo 11.

Deduccion de la ecuacién de continuidad en un volumen de control arbitrario 7 (7).
En este caso como la superficie del volumen se desplaza a la velocidad n-w, el balance de
masa esta dado por

L[ - |
e

— n-p(v-w)d4d=0 (E11.1)
a7 )

El uso del teorema general del transporte dado por la ec. (E8.11) en el miembro derecho de

la ecuacion anterior lleva a

j[aa—’tojdV+ [ n(ow)di=- |
T(1) <

(1)

n-p(v-w)d4=0 (E11.2)
)
Al combinar los términos se cancelan el del lado izquierdo con el del derecho que contiene

a la velocidad arbitraria n-w, obteniendo

[ (a—pjdm [ n-(ov)as=0 (E11.3)
7,(0) ot <, (1)
El uso del teorema de la divergencia y la agrupacion de los términos resultantes nos da
o\ 91
Como el resultado es valido para cualquier ’Va(t) finito, se concluye
%_fw.(pv):o (E11.4)

Con lo cual se demuestra que la ecuacion de continuidad es la misma independientemente

del volumen de control usado para su deduccion.
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Problemas propuestos

Problemas que los alumnos deben poder hacer sin mayor dificultad por los
conocimientos previos que tienen

Problema 1

Utilizando las siguientes matrices

1 3 3 321
[Al=|1 -1 1|{B}=|2 2 1
2 1 3 11 4

encuentre
a). {4,}{8,}
b). {B,}{,]
o {4) (B vy (B {4
d). ({4, {

i/} B./k})Ty ( {Bu}{Azf})T

Problema 2
Encuentre los determinantes de las matrices {AU} y {B jk} del ejercicio anterior, asi como

los determinantes de cada uno de los resultados obtenidos en los incisos (a) a (d).

Problema 3
Obtenga las inversas de las siguientes matrices
1 3 3 1 3 3 2 0 0
{4,}=|1 -1 1| {B}=|1 -1 1 {c,}=l0 -1 0
2 1 3 -1 1 -1 0 0 3
Problema 4
a) Escriba en forma matricial el siguiente sistema de ecuaciones lineales
x+3y+3z=0
3x+y+2z=6
2x—-y—-3z=-3

b) Resuelva el sistema de ecuaciones anterior.
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¢) Resuelva utilizando matrices el siguiente sistema de ecuaciones:

x+3y+3z=8
3x+y+2z=-2
2x—-y-3z=3

Problemas que los alumnos deben poder resolver después de estudiar las notas

Problema 5
Para un sistema de coordenadas bidimensional ortogonal formado por las coordenadas u' y

2 .
u” . Demuestre que el Jacobiano

9x dy
du' ou'
X,y
=det =hh
J[ul,uzJ ¢ ox Ody 1
du> ou’

esta de acuerdo con la ecuacion (5.4a) que fue encontrada para el diferencial de area normal

a la direccion u”.

Problema 6
Si € es un vector unitario en la direccién que u' aumenta, demuestre que
v.e =t k) (1)
hohyh, Ou
R 1. 1 |
Vxe =— ez—a—hg—%—ah‘z (2)
h, hy du hy, du
Problema 7
Demuestre que los vectores unitarios ortogonales pueden definirse como
. lor
e =—— 1
3o (1)

Ademas demuestre que e,-¢, =1 conduce a una expresion para el factor de escala que
concuerda con la ec. (6.4).
La ecuacion (1) puede usarse como punto de inicio para obtener

0é . 10h
L=e ——,[# ] 2
ou’ 7 h ou' tr @
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0 e .~ 1 dh,
— == e, —— 3
y l Z o (3)
j=1

Problema 8
Demuestre que en sistemas de coordenadas curvilineas ortogonales se pueden realizar los

productos escalar y vectorial normales que no involucran el operador V como en

coordenadas cartesianas, esto es no es necesario involucrar a los factores de escala.

Problema 9
Los siguientes vectores definen un sistema de coordenada oblicuas
a=i a,=j y a=(jrk)/V2

a) Encuentre las matrices {Rj} y {Qij} y la matriz de coeficientes métricos [ g |.
b) Dado el siguiente vector en coordenadas cartesianas encuentre sus componentes en la
base oblicua y la base oblicua reciproca
F=i+3j+2k

Problema 10

Las coordenadas esféricas estan definidas por

— 2 2 2 .1 2 3

FEU =X X X X, =u senu” cosu (1)
2 2

N TN

0 =u’=tan" x, =u'senu’ senu’ 2)
X3
— 3 —tan-| X2 _ 1 2
¢ =u =tan (x—J X, =u cosu 3)
1

a. Encuentre a,, a, y a,.

b. Encuentre los vectores unitarios correspondientes a la base vectorial.

c. Encuentre la base vectorial reciproca a', a* y a’.

d. Encuentre los coeficientes métricos g,, =a, -a, .

e. [Escriba el vector F=3e +e,+2e¢; en la forma contravariante
F=f'a +f’a,+ f a, yentérminos de las componentes fisicas.

f. Encuentre el diferencial de volumen d V.

g. Calcule los elementos de area d 4, d 4, y d 4.
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h. Escriba el vector F dado el inciso (€) en la forma covariante F = f,a' + f,a’ + f,a’,
y en términos de sus componentes fisicas.

i. Escriba Vi, V-f y Vi en coordenadas esféricas.

Problema 11
Un sistema coordenado u, v, z que se utiliza frecuentemente en Electrostatica e

Hidrodinamica, esta definido por

xy=u, (1)
xX'=y'=v, 2)
z=z. 3)

Este sistema es ortogonal.

a. Describa brevemente la naturaleza de cada una de las tres superficies coordenadas.

b. En un dibujo en el plano xy muestre las intersecciones de las superficies u -
constante y v-constante.

c. Indique las direcciones de los vectores unitarios u, y v, en los cuatro cuadrantes.

d. { Es este sistema coordenado de mano derecha (u,xu,=+k) o mano izquierda
(u,xu, =-Kk) ?

Problemas de integracion doble y triple

Problema 12

Realice la siguiente integral de volumen utilizando coordenadas cilindricas

I exp(x2 +y2)dxdydz

D
En donde D es la region definida por los planos x=0, y=0, z=0,x=1, y=1y z=1.

Discute la utilidad, si es que la hay, del cambio de sistema coordenado.

Problema 13
Defina un sistema de coordenados oblicuo y con el evalue la siguiente integral

J xyzdxdydz

D
La region de integracion D, es el paralelepipedo cuyos vértices son (0,0,0), (2,2,0), (3,4,0),
(1,2,0), (3.4,5), (5,6,5), (6,8,5) y (4,6,5). Ayudara el asegurarse si es o no un
paralelepipedo.
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Problema 14

Utilice coordenadas esféricas para representar paramétricamente la superficie de una esfera
de radio R; con la representacion obtenida obtenga un diferencial de la superficie de la
esfera. Planteé la formula para obtener la superficie de una esfera. Finalmente obtenga la

superficie de una esfera.

Problema 15
Utilice coordenadas esféricas para representar en forma paramétrica la superficie de un
cono de radio 3 y altura 7. Siguiendo el procedimiento esbozado en el problema 14 obtenga

la superficie lateral de un cono cilindrico de las dimensiones dadas.

Problema 16
La representacion paramétrica de la superficie de un Toro (ver la siguiente figura) esta dada

por la representacion paramétrica

x=(R+cos¢)cosl (1)
y=(R+cos¢)senf 2)
z=seng 3)

en donde 0<0<27x y 0<¢<27x. Encuentre dos vectores tangentes a la superficie y
utilicelos para encontrar el area superficial. Sugerencia: Busque en la literatura detalles de

la definicion de tal sistema de coordenadas.

z
A

R
=R
—
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Problema 17
Demuestra las relaciones dadas por la ec- (10.6) usadas para la demostracion del teorema
de la divergencia

en z,(x,y) dxdy=+k-ndS

(10.6)
en zi(x,y) dxdy=-k-ndS

Problema 18
Demuestra que la féormula para la derivada material de cualquier variable en un medio
continuo esta dada por

Dt 0t v

Explica el significado fisico de cada término.

Problema 19
Demuestra que la férmula para la derivada total de cualquier variable en un medio continuo
esta dada por

v _ov

+w-V
dt 0t v

Explica el significado fisico de cada término.

Problema 20
Explique el significado fisico de cada uno los términos de las ecuaciones (E10.1), (E10.3) y
(E10.5) del procedimiento para deducir la ecuacion de continuidad en un volumen de

control material.

Problema 21
Explique el significado fisico de cada uno los términos de las ecuaciones (E11.1), (E11.3) y
(E11.4) del procedimiento para deducir la ecuacion de continuidad en un volumen de

control arbitrario.

Problema 22
Demuestre que el teorema del transporte de Reynolds dado por la ec. (E9.10) puede

escribirse en la siguiente forma
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D Dy
— | pydV= | p—dV
Di «ziz) mj<r> Dt

Recuerde que ¥ es una variable con unidades de propiedad por unidad de masay o es la
densidad.

Problema 23

D Dv .
Demuestre que D—(rxv) = rxD— ,endonde r es el vector de posicion.
t t

Problema 24

Deduzca la ecuacion de continuidad para un fluido usando un volumen no deformable de
control de forma y tamafo arbitrarios y que permanece en el mismo lugar. Indique el
significado fisico de los términos en el balance inicial y en el resultado final.
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I11. Solucion de ecuaciones diferenciales parciales en ingenieria quimica: método de

separacion de variables aplicado a problemas en coordenadas cartesianas

0. Algunos comentarios sobre el material incluido en este capitulo

En este capitulo se presenta el método de separacion de variables para la solucion de
ecuaciones diferenciales parciales. Empezaremos revisando el problema de transferencia
de calor por conduccion en un solido: la aleta de enfriamiento con perfil de temperatura
bidimensional en estado estacionario. Con esto, espero ejemplificar la posibilidad de
encontrar soluciones aproximadas y la necesidad de la solucion exacta. Asi tendremos una
motivacion para desarrollar el método de separacion de variables a partir de conceptos
sencillos para después aplicarlos a otros problemas. Esto nos llevara al problema Sturm-
Liouville y a que quede muy claro el concepto de ecuacion diferencial homogénea y
condiciones de frontera homogéneas. La discusion de este punto debe mostrar la
importancia de la redefinicién (transformacidon) de variables que permita encontrar
suficientes condiciones de frontera homogéneas, de tal manera que la aplicacion del
método de separacion de variables sea exitosa. En este punto debe quedar claro el
concepto de funcién propia, valor propio, condicion de valor propio y condicién de
ortogonalidad.

El cambio de variables no siempre conduce a un problema que directamente pueda
resolverse al aplicar el método de separacion de variables. Por ello a continuacion se
introducira el método de superposicion para ser usado como una herramienta que permita
extender el método de separacion de variables a situaciones con condiciones de frontera
mas complejas.

En seguida se aplicara el método de separacion de variables a problemas con ecuaciones
diferenciales parabolicas. Este caso sera utilizado para presentar la forma en que los
problemas con ecuaciones diferenciales parciales nohomogéneas pueden ser resueltos
usando el método de separacion de variables. De esta presentacion espero que pueda
emanar el método de solucion de ecuaciones diferenciales por expansion en funciones
propias. El Apéndice C (Solucién general de la ecuacion diferencial lineal de primer
orden) complementa los temas presentados a lo largo del presente capitulo.

La solucion de los problemas al final del capitulo ayudaran al lector a afianzar los
conceptos presentados. La compresion de los conceptos alrededor de la expansion en
series de funciones propias de cualquier funcién se mejorara si se trabaja en la solucion de
los problemas 1 a 5 y en especial en los programas de computo asociados. Se propone la

solucion de problemas con ecuaciones diferenciales parciales eliticas, parabolicas e
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hiperbolicas usando la expansion en series de funciones propias, esto dara una buena idea
de los alcances de esta metodologia. Al respecto, serd muy formativo el desarrollo de los

programas de computo para evaluar las soluciones analiticas.

Sobre las referencias

Para profundizar en esto temas se pueden consultar las referencias 1,4,5,6, 8, 12 y 14. En
particular el libro de Hildebrand [5] contempla muchos mas casos, pero el libro de
Greenberg [4] puede ser el mas sencillo y didactico. Las referencias [8] y [12] estan
enfocadas a la solucion de problemas de Ingenieria Quimica. Problemas que puedan ser
resueltos por el método de separacion de variables pueden encontrase en el trabajo de
Churchill [3].
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1. Introduccion

Ahora introduciremos las ecuaciones diferenciales aplicadas a problemas de Ingenieria
Quimica enfatizando el porque estamos interesados en el uso de ellas, y porque se debe
recurrir en ocasiones a ecuaciones diferenciales parciales. Para ello nos referiremos al

siguiente problema de transferencia de calor :

En la aleta de enfriamiento mostrada en la Figura 1 la transferencia de calor en estado

permanente estd dada por el siguiente problema de valor en la frontera

2 2
a€+a—7;=0, en el dominio 0<y<L,—B<x<+B (1.1)
dx° dy
Sujeta a
en y=0, T=T, para —B<x<+B (1.2)
., 0T
en y=L, qn=0 0 8_=0 para —B<x<+B (1.3)
y
en x=1B, q-n=n(T-T)
. _, dT
0 +ka—=h(T—7;) para 0<y<L (1.4)
X

Al escribir la ec. (1.1) se ha supuesto que el calor que se transfiere en la direccion z es
despreciable con respecto al que se transfiere en las otras dos direcciones, Ademas se
desprecia el calor que se disipa por el extremo de la aleta, en y =L, lo cual para muchos

sistemas sera cierto si
W>>L,2B

La ecuacion (1.1) es una ecuacion diferencial parcial y en este momento no sabemos
resolverla. Por ello recurriremos a un artificio matematico para obtener una solucion
aproximada. Introducimos el concepto de temperatura promedio, para este problema,
como L>2B y los cambios mds importantesde la temperatura se esperan en la direccion

v, la definicion adecuada es:

w +B
j I Tdxdz | (5
(Ty=22_d5_ =2—j T dx (1.5)
j axd: 2B
0 -B

-B
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Figura 1. Aleta de enfriamiento rectangular.

Introduciendo esta definicion en la ec. (1.1)

+B +B
1 o’T 1 o°’T
— —dx+—— .
2B _B 0x 2B _B 0y

dx=0

y como los limites de integracion son constantes:
+B
1 9 (a T ONT)

— —_— dx + 0
2B _B d0x

0x 0y’
que después de integrarse resulta en:
oy, 1[ar]”

0y 2B|ox

De (1.4) se obtiene

‘o.)
H
|

| =
h
~
p—

en x=+8B =

Q QO
=
2

e
Il
+
A
T
~
~

en x=—RB

QO
=
N

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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Usando las ecs. (1.8) y (1.9) en (1.7), y reconociendo que (7) es solo funcion de y, la ec
(1.7) se reduce a:

dXTY b
) o (T=1)=0 (1.10)

Para poder resolver (1.10), basados en que L >2B, nos vemos obligados a hacer la
siguiente aproximacion

T =(T)

(1.11)
y asi obtener
d*(T)y h

- (T -TH)=0 1.12
e Bk(<> o) (1.12)

Que esta sujeta a las condiciones de frontera
en y=0, (IN=T, (1.13)
en y=1, @=O (1.14)

dy

Para resolver esta ecuacion primero introducimos las variables adimensionales siguientes

_(D)-T,

0 y=2 (1.15)
T -T L
En términos de estas variables el problema de valor en la frontera es ahora
d’6 )
-N6=0 1.16
17 (1.16)
en Y=0, =1 (1.17)
en Y=1, d0:0 (1.18)
dY
2
Y el pardmetro adimensional introducido es N 2=Bi (—j
En donde el nimero de Biot estd definido por
hB
Bi=— 1.19
. (1.19)
La solucion a este problema es
Hzcosh[N(l—Y)] (1.20)
cosh N
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Y el flux en la superficie es:
q-n=h(T)-T,)

cosh[ N(1-Y)]

0 qn=nT -T) cosh IV (1.21)
Ahora queremos saber bajo que condiciones la aproximacion

T'=<T)
es adecuada. Para esto podemos proponer

T=(TY+T (1.22)

En donde la desviacion alrededor de la variable promedio 7 es desconocida. Para
estimarla recurrimos a las siguientes figuras en donde se muestran posibles perfiles de

temperatura en la aleta

T

e |

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

yiL

Figura 2. Perfil de la temperatura promedio en la direccion perpendicular a la pared.

Queremos encontrar las condiciones en las cuales
11:0 - ]:c=B << 71:3 - 7; (1.23)

Una estimacion del orden de magnitud del gradiente de temperatura es
o _ o(—Tx—O ~ Loy ) (1.24)
0x B

Esta ecuacion permite, en combinacion con la condicion de frontera dada por la ec. (1.8),

encontrar:
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_a_TJ(z;:B -T)= O(M)
ox k B
De donde T_,—T_, =0(NB,<(TX:B —Ta))

en la ecuacion anterior se introdujo el numero de Biot local definido por:

hB
N Bi — 4
k
. ! !
Tx—n 0 TX—B << T;‘n’-ﬂ -7,
T(X.Y) H‘7Z_~ Incremento de &
N\ ]
decremento de &
i 7
0.0 1.0

x!B

Figura 3. Perfiles de temperatura para un valor fijo de y.

Asi podemos concluir de la ec. (1.23) que:
Tx:o - ];:B << NBi( 7;:0 B 7;:3)
cuando
N, <<1
Si esta fuera la condicion entonces:

T ,=T_g =(T)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

Y se esperaria que (7) sea una buena representacion de la temperatura de la aleta de

enfriamiento en los planos perpendiculares a la pared.

Por supuesto que las condiciones reales de validez de la solucion desarrollada no las

podremos saber hasta comparar los perfiles y fluxes obtenidos del problema de valor en la

frontera planteado originalmente como ecs. (1.1) a (1.4). Para esto debemos aprender a

resolver ecuaciones diferenciales parciales, y un método de solucion es el de separacion

de variables. Antes de la presentacion de ese tema revisaremos una lista de los diferentes

tipos de ecuaciones diferenciales parciales y posibles alternativas de solucion.
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2. Ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden

Una ecuacion diferencial parcial es una ecuacion con mas de una variable independiente,
por ejemplo si u = u(x,t) la ecuacion gobernante podria ser
du du

El orden de la ecuacidn es el de la derivada de orden mas alto encontrada. Una ecuacion
diferencial parcial (EDP) lineal es una que no tiene productos de la variable dependiente

por si misma o por sus derivadas, por ejemplo:

oT oT o°T

9T _ 20
5 VWA 2.2)
9C 9C 2 C

9¢ w02 _p 23
5r TV G =PHT5 2.3)

Si no aparecen productos o potencias de las derivadas de la variable dependiente la

ecuacion es quasi-lineal. Esta es una clase especial de ecuaciones no lineales, por ejemplo:

u a_u + a_u =0, No lineal, pero quasi-lineal (2.4)
dx 0dy
2
u a_u + a_u =0, No lineal (2.5)
dx (dy

La forma méas general de una ecuacidn quasi-lineal de segundo orden es:

0’ u o’ u 0’ u

A +B +C =F
0 x’ dxdy 0y (2.6)
) du du )
en donde 4, B, C, F son funciones de u, —,— x, y. Si A, B, C son
dx 0y
independientes de u, a_u’a_u y F es una funcion lineal de u, a_u,a_u entonces la
0x 0y dx dy
ecuacion es lineal.
0’ u 0% u o’ u du du
A(x, + B(x, +C(x, = ou+f—+0—+ .
( y)ax2 ( y)axay ( y)ay2 ﬂax 35 ¢ (2.7)

La ecuacion es homogénea cuando ¢=0.
Las ecuaciones de segundo orden se clasifican en tres tipos segun la magnitud del

discriminante B> -4 AC':

A=B*-44C=0 laec. esparabdlica
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A=B*-44C>0 laec. es hiperbdlica
A=B*-44C<0 laec. es eliptica

Algunas de las ecuaciones mas conocidas son las siguientes:

- Ecuacién de conduccion de calor unidimensional (No hay transporte convectivo).

oT 0°T
— =
ot dx’

B=0, C=0, A=0 Parabolica

con la existencia de transporte convectivo:

2
a—T + V(x)a—T = aa—{ B=0, C=0, A=0 Parabolica
ot 0x 0x

- Ecuacioén de Laplace
0’T 9°T
;T 7=
ox” dy

0 A4,C=1, B=0, A<0 Eliptica

- Ecuacion de Poisson

g ¢
e A =
ox> 0y’

-0 A,C=1, B=0, A<O0 Eliptica

- Ecuacion de onda
2 2
,0°u 0u

¥ W_ A=a’, C=-1, B=0, A>0 Hiperbdlica

Una ecuacion diferencial para una variable u# se puede satisfacer en un dominio ya sea
abierto o cerrado (Figura 4). El dominio est4d delimitado por una superficie X, en la cual
las condiciones de frontera se especifican. Las condiciones de frontera con las que nos
encontraremos mas frecuentemente en la definicion de problemas en dominios cerrados son

de tres tipos:

* Condicion de frontera de Newman: La derivada de la variable dependiente, la cual es
en realidad la componente normal del gradiente de la variable dependiente, esta

especificada por:
n-Vu=f(r) en X (2.8)

* Condicion de frontera de Dirichlet: La variable dependiente estd especificada en la

frontera.
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u=f(r) en X (2.9)

* Condicion de frontera mixta o de Cauchy: Se especifica en la frontera una funcion

lineal de la componente normal del gradiente y de la funcion dependiente.
on-Vu+fu=f(r) en X (2.10)

En problemas en dominios abiertos frecuentemente se requiere que la variable dependiente

o su gradiente se hagan cero o sean finitos cuando | r | — oo, esto puede indicarse como

u—0 |r|—e (2.11)
Vu—0 |r|—eo

Los tres tipos de condiciones son homogéneas para el caso en que el término independiente
de la variable f(r) esigual a cero.
Cuando se tiene que resolver una ecuacion diferencial parcial se tiene que seleccionar un

método. En la siguiente seccion se mencionan varios de los méas comunes.
n

N Lw=¢  —— %

(a) (b)

. -— Lu)y=¢p —w+

(©)

Figura 4. Tipos de dominio tratados en problemas de ingenieria Quimica: (a) cerrado,
(b)semi infinito, y (c) infinito.
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3. Algunos métodos de solucion de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
A continuacion se listan algunos de los métodos disponibles para la solucion de
ecuaciones diferenciales parciales. No se pretende que esta sea una lista completa, solo

dar una idea de la variedad de los métodos existentes.

Meétodos para la solucion exacta de ecuaciones diferenciales parciales.
a. Separacion de variables. Este método es conveniente si el problema tiene las
siguientes caracteristicas:
- Sistema de coordenadas ortogonal
- Suficientes condiciones de frontera homogéneas

- Dominio cerrado

b. Métodos de transformada. Estos métodos son convenientes para dominios abiertos.
Dos de los métodos mas frecuentemente usados son:
1. Transformada de Laplace 0 < ¢ < oo (semi infinito)

2. Transformada de Fourier —eo < x < +oo (infinito)

c. Funciones de Green. Es un método muy util para problemas no homogéneos, en
especial cuando se tienen fuentes puntuales que son dificiles de representar con

una expansion del tipo encontrado en el método de separacion de variables.

d. Métodos de similaridad. Este método generalmente es aplicable en problemas en
donde se identifica una zona de cambios rapidos: capa limite. En muchos casos la
transformacion de similaridad reduce el problema original en término de
ecuaciones diferenciales parciales a uno expresado con ecuaciones diferenciales

ordinarias.

Métodos aproximados para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.
a. Analiticos
1. Métodos de perturbacion(titiles si se pueden identificar parametros
pequeiios o grandes en la ecuacion diferencial o las condiciones

frontera).
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2. Residuos ponderados
Colocacion ortogonal
Momentos
Galerkin

b. Numéricos

1. Diferencias finitas. Es el método numérico mas directo, pues su desarrollo se
basa en ideas sencillas alrededor de la aproximacion de funciones en series de
Taylor. Los problemas mas sencillos se pueden resolver con relativa facilidad,
ya que el desarrollo de un programa de computacion es muy directo. Sin
embargo, el método requiere gran sofisticacion cuando se involucran dominios
que no son facilmente representados en coordenadas ortogonales.

2. Elemento finito. El método se basa en las ideas de Galerkin y es en principio
mucho mas poderoso que el de diferencias finitas, como es de esperarse las
ideas que lo fundamentan son mas complicadas y el desarrollo de un programa
de computacién también es mas complejo. Pero su aplicacion a sistemas de

geometrias complejas es inmediata.

Hay investigadores con gran reconocimiento que defienden con la misma intensidad cada
uno de los dos métodos anteriores. Debemos mencionar, que muchos problemas

complejos se han resuelto combinando ideas de ambos y de otros métodos.

La mayoria de los problemas realacionados a Fenomenos de Transporte e Ingenieria de
reactores encontrados en los cursos tipicos de un posgrado de Ingenieria Quimica se
pueden resolver con herramientas de los métodos de separacion de variables, transformada
de Laplace y el método de diferencias finitas. Por tal razon es el objetivo de este libro
revisar los fundamentos de tales métodos.

En muchos casos la solucion de problemas requiere la aplicacion de mas de uno de los
métodos listados. Asi, se pueden proponer metodologias en base a las ideas tedricas que se

presentaran.
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4. Método de separacion de variables

Este método funciona adecuadamente cuando el sistema de coordenadas es ortogonal, la
ecuacion es lineal y las condiciones de frontera son homogéneas. Primero se analizara la
solucion de una ecuacion diferencial eliptica para mostrar los pasos principales del
desarrollo. Por simplicidad, se empezara con un problema bidimensional en coordenadas
cartesianas.

Considérese el siguiente problema de conduccion de calor en estado estacionario.

’T o°T O<x</
S2t5 =0 en (4.1)
dx~ dy O<y</
I'=1,, en x=0,/, para 0<y</ 4.2)
I'=7,, en y=0, para O<x</ (4.3)
T'=1, en y=/{, para 0<x</ (4.4)

Notese que es muy parecido al problema de enfriamiento de la aleta pero con condiciones
de frontera diferentes. Este es un problema con condiciones no-homogéneas, pero tres de

ellas se pueden homogenizar si se utiliza la siguiente variable:

=1l 45
T-T, (4.5)
Entonces
0’ u N ’u 0 L6
aX2 ay2 ( . )
Sujeta
u=0, en X=0,1 para 0<Y<l 4.7)
u=0, en Y=0, para 0<X <l (4.8)
u=1, en Y=1, para 0< X<l (4.9)
Se introdujeron las siguientes coordenadas adimensionales.
X=x/l, Y=y/l (4.10)

Se tratara de buscar soluciones de la forma
u(X,Y) = F(X)G(Y) @.11)

Substituyendo la ecuacion (4.11) en (4.6) se puede obtener
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1 d°F 1 d°G
Fax’  Gdar (4.12)

Puesto que los miembros derecho e izquierdo son funciones de diferente variable

independiente, la igualdad s6lo se puede satisfacer si los dos miembros son igual a la
misma constante. La constante la denominaremos —A° entonces
1 d°F 1d°
1dF__1d4G_ 5 (4.13)
F dx Gdy

El signo es cuestion de conveniencia. Se podria haber seleccionado +4°, lo cual no
modificaria el resultado final. Sin embargo, los valores de A serian imaginarios.
Resolviendo las ecuaciones (4.13 ) se encuentra

F(X)=Asen(AX)+ B cos(AX) (4.14a)

G(Y)=C senh(AY)+ D cosh(AY) (4.14b)

Ahora se encontraran las condiciones de frontera por medio de la sustitucion de la ecuacion
(4.11) en las ecuaciones (4.7), (4.8) y (4.9) da:

Homogénea FO)G(Y)=0 - - F(0)=0 separable
Homogénea F(H)GY)=0 - - F(1)=0 separable
Homogénea F(X)G0)y=0 - - G(0)=0 separable
No- homogénea F(X)G() =1 no separable.

En la direccion X hay dos condiciones de frontera homogéneas, y en Y solo una,
posteriormente se vera la consecuencia de esto. Usando las condiciones de frontera en la
direccion X :

F(X)=Asen(AX)+ B cos(AX)

F0)=B=0

F(l)= Asen(41)=0

Esta ultima ecuacion se cumplira cuando 4 =0, 6 sen(4)=0. Si 4=0, entonces F =0,
que es la solucidn trivial. Por lo tanto,

sen(A)=0 (4.15)
Esta es la condicion para obtener los valores propios, la cual se satisface si

A, =nm, para n=123,.....0

Estos son los valores propios. El valor n =0 también es un valor propio, pero da lugar a la
., .. . ., . 2 .y
solucion trivial. Si hubiéramos seleccionado +4° como la constante de separacion entonces

la solucion para F' seria
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F = Asenh(A X)

y la condicion para los valores propios

senh(4)=0 endonde A =inz, para n=1,23,...0

Pero puesto que senh(id X)=isen(AX) lasolucion final seria idéntica.
Para cada n hay una funcion propia, asi
F(X)=A4sen(A,X),endonde A, =nz, para n=123,..0 (4.16)
Para el problema de G sabemos que G(0) =0, por lo tanto
G(0)=0=D
Que permite reducir (4.14b) a
G,(Y)=C,senh(4,Y),endonde A,=nzm, para n=123,....c0 (4.17)
Las ecuaciones (4.1) y (4.17) indican que hay n soluciones del tipo propuesto en la
ecuacion (4.11), por ello
U,(X.Y)=F,(X)G,(Y)
U, (X,Y)=A,C, sen(4,X)senh(4,Y)

6 U (X,Y)=a sen(A X)senh(1,Y), A =nm n=12..00 (4.18)

La solucion general es la suma de todas las soluciones particulares

UX,Y)= i a, sen(A, X)senh(A,Y) (4.19)

n=1
Para evaluar el coeficiente a,, se utiliza la condicion de frontera en Y'=1, dada por la

ecuacion (4.9), de tal forma que:

[}

UuXx,h)=1= Z a, sen(A,X)senh(4,) (4.20)

n=l1
La cual es una expansion de 1 en términos de las funciones propias sen(A,X). Los

coeficientes de la expansion son a,senh(4,). Se puede probar que las funciones propias
son ortogonales, asi

1
J sen(4,X) sen(4, X)dX =0, si n#m (4.21)
0

Que es una consecuencia directa de la condicion para los valores propios. Esto puede

lograrse considerando la integral
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nm

1
I =J- sen(4,X) sen(4, X)dX =
0

1

1
_sen(4, —4,)X | _sen(4,+4,)X , endonde A, # A,
2(/1m_ﬂn) 0 2(lm+/1”) 0
Desarrollando el término
1 1
+
sen(4,, £4,) X = sen(4,, X) cos(4, X) | =0, puestoque send, =0

e At 4, |

1

icos(/ln)( )sen(4,X) | _ 0, puestoque send =0
A, A o

Notese que la condicion para los valores propios hace que las funciones propias sean
ortogonales

nm

1

1 :J sen(4,X) sen(4, X)dX =0, A, #4, (4.22)
0

Pero ademas

1
I, =J- sen’ (A, X) dX = [%X—%sen(U,nX)];
0

o 1,=7 (4.23)

La ortogonalidad de las funciones propias dada por la ec. (4.22) puede usarse para evaluar

los coeficientes de la ec. (4.20).

=

1= Z [a, sen(A, X)] senh(4,)

n=1

multiplicando por sen(4, X) e integrando de 0 a 1

> 1

1
J sen(4, X)dX = E a, senh(ﬂn)-[ sen(4, X) sen(4, X)dX
0

n=1 0

Esta se reduce a lo siguiente debido a la condicion de ortogonalidad dada por la ecuacion
(4.22).

1
J' sen(4,X)dX = ;a, senh(4,)
0
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, 2[1-cos(4,)]
Y a, 4 senh(4) nz,n=1, (4.24)

El resultado final es:

U(X,Y)= Z 2A1=cosnD oz X) senh(nz Y (4.25)

nzsenh(nr)

En este momento se ha obtenido la solucion analitica para la distribucion de temperatura

adimensional U(X,Y), pero es claro que la evaluacion no es tan directa debido a que la

expresion esta en términos de una serie infinita. Inmediatamente surge la pregunta ;cudntos
término de la serie son necesarios? El primer paso para responder esta pregunta sera
verificar si la serie es convergente. Esto lo logramos al comparar términos consecutivos de
la serie que la expresaremos, reconociendo que en la forma actual los términos pares son

cero, entonces (4.25) puede escribirse como

- 4sen[(2j+l)7zX]senh[(2j+1)7ZY]

UX,Y)= 4.26

(.0 ,Z; (2j+1)zsenh[ (2 +1)7 | (320

0 UX,1)=3 4,(X.)
j=0
4 2j+) X h|(2j+1)7Y
En donde 4. (X,Y)= sen[( J i)z :lsen [( JHh)z ] 4.27)
! (2j+1)7zsenh| (2 +1)7]
La serie convergira si la relacion de términos consecutivos es menor que uno. Por ello se
plantea
A_/H(X,Y): 2j+1 sen[(4j+3)7zX] senh[(4j+3)7rY] senh[(2j+1)7z]
4,(X,Y) \4j+3 ) sen[(2j+1)7X ]| ) senh[(2j+1)zY ] || senh[(4/+3)7]
(4.28)

No es demasiado dificil concluir que

(2j+lj<l, [senh[(4j+3)7zY]J[ senh[(2j+l)7z]J<1 (4.29a.b)

4j+3 senh[(2j+1)7zY:| senh[(4j+3)7r:|
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Es importante reconocer que lo anterior es mas facil de satisfacer a medida que el valor de
Y se aleja de 1. El término que contiene la relacion de senos trigonométricos es mas
complicado de analizar. Sin embargo, cuando X <<1
(2]'.,.1J sen[(4j+3)7zX} z(2j+1j[(4j+3)7z)(]zl (4.30)
4j+3 ) sen[(2j+1)zX] ) (4j+3 )| (2j+1)zX '
Y asipara X <<1

A (Y1) < (4.31)
4,(x.7)

El analisis también se puede realizar para valores tales como X =0.5 y X =1 llegando a
la misma conclusion. El analisis no nos da informacién de que tan réapido (cuantos términos
se necesitan) se alcanza la convergencia. Asi, el nimero de términos necesarios podria ser
poco practico.

Al complicarse las expresiones en las soluciones por serie, el analisis de convergencia
puede ser mucho mas dificil y la obtencion de criterios mucho menos evidente. Un buen
programa de computo puede evitar el analisis, pero es recomendable tener en mente que el
analisis de la serie nos puede dar informacion muy util y que la serie aunque formalmente
correcta puede simplemente no converger.

Lo discutido anteriormente sobre la convergencia de la solucion se ejemplifica en los
resultados mostrados en las Figura 5, que se encuentra a continuacion. Es claro que la serie
converge mucho mas rapido en las zonas lejanas a ¥ =1 y las zonas de mayor problema
para alcanzar la convergencia estdn en la vecindad de las esquinas (0,1) y (1,1). Como
algo importante debemos concluir que la rapidez de convergencia de la serie depende de
las coordenadas (X Y ) y por ello un programa eficiente para obtener el pefil de
temperatura debera probar término a término como la suma se acerca al valor convergente

y parar el proceso al alcanzar una tolerancia pertinente.
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Figura 5. Efecto del nimero de términos en la evaluacion de la

solucion para diferentes términos de la serie (a) 1, (b) 5, (c)
10, (d) 50, (e) 100 y (f) 200.
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5. El problema de Sturm-Liouville

Debemos hacer notar que se pudo encontrar la solucidon por el método de separacion de
variables debido a que la ecuacion diferencial es lineal y homogénea. Esta condicion no
hubiera sido suficiente, ya que si se hubieran dejado las condiciones de frontera expresadas
en su forma original, ecs. (4.2)-(4.4) no se hubiera podido encontrar informacion para las
condiciones de frontera de F(X) y G(Y) y por lo tanto no habriamos podido determinar la
constante de separacion A. Finalmente para obtener las constantes a,en la serie infinita
aparentemente contamos con una gran suerte al disponer de la féormula (4.21). En realidad
esta no es una casualidad sino resultado de la estructura matematica del problema original
que da lugar al problema de F(X). Notese que este estd dado por la ec. diferencial (4.13)

d’F
=-A’F 5.1
X (5.1)
Y las condiciones de frontera
FO)=F(1)=0 (5.2)

Esta es una forma particular del llamado problema de Sturm-Liouville, y como vimos
anteriormente su solucion incluye el determinar la constante A . Asi encontramos que
F (X)=sen(4 X),endonde A =nz, para n=1,2,3,...0 (5.3)
Esto nos lleva a que las ecuaciones (5.1) y (5.2) representan el problema de valor en la

frontera de cada una de las F,, esto es

d’F
"= _*F 5.4
dx? ! S
Y las condiciones de frontera
F,(0)=F,(1)=0 (5.5

Como el problema es valido para cualquier n, podemos escribir (5.4) como

2 2
6;,);" =-AF, % =-A’F, endonden#m (5.6a,b)

Con el proposito de buscar una formula como la mostrada en (4.21) multiplicamos la ec.

(5.6a) for F, y (5.6b) for F, para luego substraer de la primera la segunda. Asi

obtendremos
2 2
. d an -F, d F;” = —ﬂ,meF; +/1,iFnFm, endonde n#m (5.7)
17).4 17).4
’F ’F
6 (ﬁj—ﬁj)FmE,:ﬂd ;"—Fmd 2 n#Em (5.8)
ax ax
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Notese que si n =m se tendra una identidad y el analisis pierde todo significado. Ahora se

integra la expresion en el dominio de validez de F(X) [0,1], para obtener

1 1 2 1 2
(/1,3—/1;).[ FandX=j Fn%dX—I F ‘;;" dX (5.9)
0 0 0

Integracion por partes de los términos del lado derecho de la ecuacion nos llevan a

1
2 92 —
(4 /1”1)]0 F FdX

dF, " ' dF,dF, a7 ¢oar ap Y
F'n m _J‘ n m dX— Fm n _I_I m n dX
dX |,_, Jo dX dX dX|,, Jo dX dX
que inmediatamente se puede reducir a
! dF, 1" [ dr]"
(22-2)[ FEax=|FS=| RS (5.11)
0 dX |, dX |,
La aplicacion de las condiciones de frontera nos lleva a
1
(/1,3—/1;)]. F FdX =
0
(5.12)

wofig], o] mofg] ol

Al usar las condiciones de frontera dadas por la ec. (5.5) la ecuacion anterior se reduce a
(4 —;t,j)Ll F.FdX =0

que nos lleva a la formula buscada
'[01 FEdX =0, n#m (5.13)

Notese que no tuvimos necesidad de usar la forma especifica de F (X) ni los valores de
A, . Sin embargo, si no se dispusiera de condiciones de frontera homogéneas para F (X )
no se hubiera podido determinar 4, ni tampoco se podria haber llegado a la formula (5.13).

Una forma mas general del problema de Sturm Liouville esta dada por

2
dyzz/ly en a<x<bh (5.14)
dx
y las condiciones de frontera homogéneas
dy
al)’(a)—aza =0 (5.15a)

y=a
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dy
by(b)-b, e 0 (5.15b)

x|,

En donde a,, a,, b, y b, son constantes y a,, b, son diferentes de cero. Este, como se
encontrard en las siguientes secciones y los ejemplos propuestos, se puede resolver para
encontrar las soluciones y, (funciones propias) y los valores de 4, (valores propios). De tal

manera que el problema dado por las ecs.(5.14)-(5.15) puede ahora escribirse como

2
dy;:ﬂnyn en a<x<bh (5.16)
dx
Sujeta a las condiciones de frontera homogéneas

dy,

ay,(a)-a, =0 (5.17a)
dy

by (b)—b,— =0

Y, (0)=0, i, (5.17b)

Se puede ahora demostrar, por un procedimiento analogo al seguido para encontrar (5.13),

que
b dy dy
A=A dx=|y, ()= -y, (b)—"
(4, m)L Vo Vo {yn( )= b nB) = j
dy dy
. nl m 5.18
{ym(a)dx a yn(a)d)C } (5.18)

Al involucrar las condiciones de frontera se llega a

=] v, v, de= {yn ®)y, (b)l% -3, ), (b)lf—l}

2

{ym(a)yn(a);’—l—n(a)m(a)j—l} (5.19)

2 2

b
0 sea I y,y,dx=0, n#m (5.20)

a

que se denomina la condicidén de ortogonalidad de las funciones propias. Una vez mas
notese que no fue necesario utilizar la forma especifica de y, y A, para encontrar la ec.
(5.18). O sea solo es necesario que el problema de valor en la frontera tenga la forma de las
ecs. (5.14)-(5.15), un problema de Sturm-Liouville, para concluir que existe la condicion
de ortogonalidad dada por la ec. (5.20). Insistiremos que el problema dado por las ecs.
(5.4)-(5.5) es de la forma dada por las ecs. (5.16)-(5.17) con las siguientes equivalencias

E, =,

- = A
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X=x
O0=a
1=5H

En la siguiente seccion revisaremos una formulacion del problema de Sturm-Liouville que
incluye los problemas generados en otros sistemas de coordenadas ortogonales, pero antes
resumiremos las ideas relacionadas que hemos encontrado hasta el momento con las
referidas a la solucion de problemas de valor en la frontera bidimensionales por el método

de separacion de variables. Esto lo expresaremos en la siguiente forma:

Condiciones para resolver un problema de valor en la frontera con una ecuacion eliptica

bidimensional:

a) La ecuacion debe ser homogénenea: ecuacion de Laplace.
b) Deben disponerse de suficientes condiciones de frontera homogéneas. Esto
significa al menos dos condiciones homogéneas en la misma direccion. En

ocasiones estas se pueden obtener con un cambio de variable sencillo.

Por ultimo antes de pasar a la siguiente seccion debemos enfatizar que si el problema de
valor en la frontera es homogéneo, o sea tanto la ecuacion diferencial como las condiciones

de frontera, la solucion es la trivial.
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6. Teoria de Sturm-Liouville. Funciones ortogonales y problemas de valor en la
frontera

Los problemas lineales que se formulan en sistemas de coordenadas ortogonales
son factibles de separacion. O sea la solucidon puede escribirse como resultado de la
separacion de la siguiente manera

u(x,,x,,%;) = F (%) F, (x,)F (x5) (6.1)

Esto genera ecuaciones diferenciales para cada una de las funciones F(x,), F(x,),
F;(x,) en términos de las constantes de separacion, A. Las ecuaciones son de la forma

dd |:p(x) dy }+ [q(x)+ A w(x)]y =0 (6.2)
X dx

En donde x representa cualquiera de las tres coordenadas x;, x,, x; y y la

correspondiente funcion F(x,), F,(x,) 0 F,(x,). La constante de separacion es 4 y p(x),
q(x), w(x) toman diferentes formas funcionales dependiendo del sistema coordenado.

Esto se muestra mejor en los siguientes dos ejemplos:

sk sk sfe sk sfe sk sk sk sk sfe sk sfe sk sk sk sk s sk sk sk sk sk s s sk sk sk sk sk sk s sk sfe sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk ke sfe sk sk sk sk sk sk sfe sk sk sk sk sk sk sfe sk sk skeosk sk skoskesk skosk

Ejemplo 1
En coordenadas cartesiana hemos visto que la solucion de la ecuacion diferencial parcial
’u  Ju
Viu=——+-——>=0 6.E1.1
0X* oY’ ( )
puede escribirse como
u(X,Y) = F(X)G(Y) (6.E1.2)
en donde
2 2
d §+/12F:0 d Cj—/IZG:O (6.E1.3a,b)
dX dY

Comparando estas ecuaciones con la ecuacion (6.2) se concluye que :
para la ecuacion (6.E1.3a)
A=A, ¢=0, p=w=1;
y para la ecuacion (6.E1.3b)
A==-1, g=0, p=w=1.

Ejemplo 2
En coordenadas cilindricas
2
v =L 9 [gou), 9 = -0 (6.E2.1)
ROR\ OR) 0Z

y la separacion de variables conduce a :
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u(R,Z2)=F(R)G(Z) (6.E2.2)
En donde G(Z) estd determinada por
2
d (2; -1G=0 (6.E2.3)
dZ

que es de la misma forma que (6.E1.3b). La ecuacion diferencial ordinaria que determina
F(R) es

1d Rd_F AF=0

RdR\ " dR

A RAEN, pRE=0 (6.E2.4)
drR\ " dR

Al comparar esta con (6.2) se concluye que
A=A, ¢g=0, p=w=R

sk 3k s sk sk sk sk sk ok s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk s sie sk sk sk sk sk s sk sk sk sk skeosk sk sk sk skosk sk skoskesk koo

Los ejemplos anteriores muestran que las ecuaciones ordinarias obtenidas por el método
de separacion de variables son de la forma mostrada por la ecuacion (6.2).

Las condiciones de frontera que se generan en la direccion x pueden ser de muchas
formas, sin embargo, frecuentemente ellas son homogéneas o periddicas. Esto en el
sentido en que se discutird a continuacion. Supondremos que a y b son los limites de
integracion a lo largo del eje coordenado x, y que las condiciones de frontera que debe

satisfacer la solucidon de la ecuacion (6.2) son las siguientes

| _
ay(@)=a,—- T 0 (6.32)
dy
bly(b)—bzd— =0 (6.3b)
y=b

Estas son condiciones homogéneas mixtas o del tipo de Cauchy. Ya anteriormente vimos
que al tener un problema condiciones homogéneas, se generan un numero infinito de
soluciones (funciones propias) y,, ¥,, ;... que corresponden a los valores propios 4,, 4,,
A, ....Algunas veces las condiciones son periddicas, como por ejemplo
y(a) = y(b) (6.42)
r(a) y' (a) = r(b) y (D) (6.4b)
Note que el que r(a)=r(b), implica que la funcion y(x) y su primera derivada y'(x)

valen lo mismoen a y b.
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Lo que pretendemos ahora es demostrar que las funciones propias, soluciones de la
ecuacion diferencial ordinaria de la forma mostrada por la ecuacion (6.2), con condiciones
de frontera homogéneas o perioddicas, son ortogonales con respecto a la funcién de
ponderacion w(x). Es decir

J‘:w(x) y,(x)y,(x)dx =0, para n#m (6.5)

Veremos que esta propiedad es generada directamente de la forma de las condiciones de
frontera. Si probamos lo anterior en general, en adelante, podremos después de observar la
ecuacion diferencial ordinaria y las condiciones de frontera, decidir si las soluciones son
ortogonales o no. De esta forma no tendremos que analizar la posible ortogonalidad de las
funciones generadas en cada caso particular. El problema de valor en la frontera definido
por ecuaciones de la forma (6.2), con condiciones de frontera del tipo (6.3) o (6.4) se
conoce como problema de Sturm-Liouville.

Para lograr la demostracion pretendida consideramos las ecuaciones diferenciales

asociadas con las funciones propias y,, y y, correspondientes a dos valores propios

diferentes 4,,y 4, :
d d
I [p(x) dxn }'[C](X)"')“n W(X)] Y, =0 (6.62)
d dy, 3
e [P(x)dx }+[Q(X)+ﬂm w(x)]y, =0 (6.6b)

Ahora se multiplicard la primera de ellas por y,, y se le restara la segunda multiplicada

por y,, para obtener
d dy d dy
A, -4 w= x)—"= |-y, —| p(x)—=
Ay = A0y, W =50 —— [p( )7 } Yo [p( )~ }
Ahora procedemos a la integracion de este resultado entre a y b para obtener
b b d dy d dy
A=A )|w dx = — | p(x)—=2 |- x)—= |tdx
(A, =AWy, v, L{yn . [p( ) } o [p( ) }}
El miembro derecho de esta ecuacion puede ser integrado por partes para obtener

b d
(A =AW, 9, dx = y,p(x) dy .
a X

b
b dy, dy
_ n Ind
, J.ap(x)a’x dx *

b
b dy, dy
+ x)—=—"dx
. _Lp( )dx

dx
j

dy,
- X
VP
Que puede simplificarse facilmente a

b d
(Ao = A [ W, 3, dx = p(b{yn (b)

Vm
dx

dy
- bh)—=]
Y )dx

b
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dy,
a yn(a)dx

dy,
dx

} (6.7)

Podemos observar que si las condiciones son peridodicas como se establecido en las

+p(a)[ym(a)

ecuaciones (6.4), el miembro derecho de la ecuacion (6.7) serd idéntico a cero siempre y
cuando
p(a) = p(b)

Como conclusion la ecuacion (6.5) es satisfecha.
Para el caso en que las condiciones de frontera son homogéneas, como se muestran en la
ecuacion (6.3), podemos obtener

y.(@=(/a)y,(@); y ()=(aq/a)y,(a) (6.82)

VB =B 1)y, (B) 5 v, (B)=(B /b))y, (B) (6.8b)
La substitucion de estas en el miembro derecho de la ecuacion (6.7) demuestra una vez
mas que la ecuacion (6.5) se satisface. Podemos entonces concluir que las funciones
propias generadas de cualquier problema de Sturm-Liouville son ortogonales con respecto
a w(x). Note que cuando p(a)= p(b)= 0, es suficiente que y y )’ sean finitas en las
fronteras para que las soluciones de la ecuacion (6.2) sean ortogonales. Podemos entonces

adicionar esta condicién como otra de las posibles para tener un problema de Sturm-

Liouville
y(a), y'(a); y(a), y'(a) finitas 69)
conp(a)=p(b)=0 '
El valor de la integral definida por la ecuacion (6.5) no es cero cuando n = m
[w) 2 () de=g, (6.10)
Podemos hacer las funciones propias ortonormales de la siguiente forma
Y, (x)= Yu) (6.11)

NES

Por lo tanto la condicidn de ortogonalidad se transforma a
0, para n#m

wa(x) Y (x) Y, (x) dx = { 6.12)

I, para n=m

Cualquier funcion puede ser expandida en términos de funciones propias, por ejemplo la
funcion f(x)
J@)=2, 4,7, (x)

n=1
Los coeficientes pueden obtenerse usando la propiedad de ortogonalidad. Multiplicando,

ambos miembros de la ecuacion (6.12), por w(x)Y, (x) e integrando
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[w0) 1) ¥,y de = 3 A4, [w(6) 7, (6) ¥, (x) d =
n=1 _ iAn {0, para n# m} —4

I, para n=m
O sea las constantes de la expansion en series son
b
4, = Jw() f(0) ¥, (x) dx
Para finalizar esta seccion comentaremos que las series del Fourier del seno y coseno son

un caso especial de funciones propias generadas por el problema definido por la ecuacion

diferencial
d? y

2
X

+Ay=0, —m<x<+rx (6.13)

sujeta a las condiciones de frontera

y(=m)=y(m)=0 (6.14)
y'(=m)=y'(r)=0 (6.15)

Generando soluciones de la forma
v, (x)=a,sen(nmx)+b, cos(nmx),paran=12,3,.. (6.16)
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7. El problema de la aleta de enfriamiento en dos dimensiones: solucion por el método
de separacion de variables.

Ahora podemos volver al problema de transferencia de calor y tratar de resolverlo como
originalmente se planted. O sea

2 2
a€+a€:0 (7.1)
dx~ dy
Sujeta a
en y=0, T=T, (7.2)
T
en y=L, qn=0 0 a—=0 (7.3)
dy
oT

en x=%B, qn=hT-T) 6 F-—=hT-T) (7.4)
X

Es conveniente recordar lo planteado en la Seccion 5 y que denominamos Condiciones
para resolver un problema de valor en la frontera con una ecuacion eliptica bidimensional.
En el presente problema observamos que la ecuacion diferencial es homogénea y que se
tienen 3 condiciones nohomogéneas y solo la dada por la ec. (7.3) es homogénea. Para
tener las dos condiciones de frontera necesarias en una misma direccion se introduce el

siguiente cambio de variables adimensionales:

en el Lo oyoX  y_2 (7.5)
T,-T B B
de tal manera que el problema toma ahora la forma
’u  du
dX*> ay’ (7.6)
en Y=0, u=1 (7.7)
en v=r=L, 9%_j (7.8)
B 0Y
en x=tl T2 N (7.9)
=l _— = ; u .
Tox ®
En esta tltima hemos definido el numero de Biot como
N, = hTB (7.10)

En este momento debe ser claro que el problema dado por las ecs. (7.6)-(7.9) es factible de
solucion con el método de separacion devariables ya que la ecuacidon diferencial es
homogénea y se dispone de tres condiciones homogéneas, dos de ellas en la misma

direccion. Note que el cambio de variables con u=T7/T, llevaria a un problema

adimensional, pero sin condiciones de frontera homogéneas suficientes.
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Ahora procedemos a la solucion de (7.6) por el método de separacion de variables. Se
propone

u(X,Y)=F(X)G(Y) (7.11)
La substitucion de (7.11) en (7.6) da

1 d*’F 1d°G
_ +— =
FdX* Gdy’?

2 2
Ld°F _1d°G_ 7.12)

CFax® Gy’
Notese que el signo en la separacion se ha seleccionado de esta forma porque las dos

condiciones de frontera en X son homogéneas. La solucion de las ecuaciones diferenciales

ordinarias en (7.12) es

F(X)=Asen(AX)+E cos(AX) (7.13)
G(Y) = C senh(AY) + D cosh(AY) (7.14)
Las condiciones homogéneas en X permiten encontrar
dF
en X=%1, ¥—=N, F 7.15
+ dX Bi ( )

Utilizando estds condiciones para evaluar las constantes de F(.X), dada por la ecuacion

(7.13), cuya derivada es
dF

d—X=/1 [A4 cos(AX)—E sen(AX)] (7.16)
Substituyendo (7.13) y (7.16) en (7.15) se obtiene :
en X =+1
—~A[Acos A—Esen A|=N,[A4sen A+E cos A] (7.17)
en X =-1
+A[Acos A+ Esen A|= N, [E cos A— Asen A] (7.18)
De estas ultimas se puede obtener
A[N, sen A+ Acos A]=E[Asen A— N, cos 4] (7.19)
y A[N, sen A+ Acos A]=—E[Asen A— N, cos 4] (7.20)
Las cuales pueden escribirse como
A+ M E=0 (7.21a)
A-M E=0 (7.21b)

en donde
M= N, cosA—Asend

N, senA+ A cosA

(7.22)

El determinante del sistema de ecuaciones (7.21) es
1 M

1 -M

A= =-2M
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Solo hay solucion no trivial para 4y E'si M =0, o sea

N, cosA—Asend =0 (7.23)
lo cual implica 4 = 0. Esto nos llevaria a que la F(X) esta dada por
F (X)=cos(4,X) (7.24)

siendo los valores propios las raices de la ecuacion (7.23).

Sin embargo, hay otra posibilidad porque las ecuaciones (7.21) pueden escribirse como
1

— A+ E=0 (7.25a)
M
iA -E=0 (7.25b)
M
El determinante de este sistema es
1y |
A=|M =~
14 M
M
En este caso solo hay solucion no trivial si
N, senA+Acosd=0 (7.26)
lo cual implica que E =0,y que la funciéon F(X) estd ahora dada por
F (X)=sen(4,X) (7.27)

en donde los valores propios son las raices de la ecuacion (7.26).

Aqui cabe preguntarse cual es la funcion F(X) adecuada. Como el problema es lineal y
ambas satisfacen la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera: ambas son correctas.
Es decir para X y Y dados el valor de la soluciéon en términos de (7.24) o (7.27) debe ser el
mismo. En las siguientes lineas demostraremos cual es mas conveniente. Las ecuaciones

(7.6) a (7.9) se reescribiran de la siguiente manera

2 2
Ju_,Ju_ (7.28)
A(-X) oY
en Y=0, u=1 (7.29)
en Y=r, a_u =0 (7.30)
oY
en - X =7l ou (7.31)

* =N, u
d(=X)

Ahora demos el nombre X a (—X) de tal forma que las ecuaciones (7.28) a (7.31) toman la

forma
2 2
du du_y (7.32)
ox- a9y
en Y=0, u=1 (7.33)
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en v=r. 20 (7.34)
Y
en X =7l +au N, u (7.35)
=+, IT—== i .
ox °

Si ahora comparamos los problemas de valor en la frontera dados por las ecuaciones (7.6) a
(7.9), y (7.32) a (7.35) podemos concluir que

u(X,Y) = u(X,Y) (7.36)
o0 sea
u(X,Y) = u(-X,Y) (7.37)
Lo cual implica simetria, en este caso alrededor de X = 0. Por lo cual
du
en X=0, —=0 7.38
3 x (7.38)

Entonces en el problema de valor en la frontera dado por las ecuaciones (7.6) a (7.9), una
de las condiciones de frontera en X =+ 1 puede ser reemplazada por (7.38), de tal forma

que el problema queda definido por

aa; + s;lj =0 (7.39)
en Y=0, u=1 (7.40)
en Y=r, g—;=0 (7.41)
en X =1, —;—)M(:Nmu (7.42)
en X =0, ;—; =0 (7.43)

Ya hemos demostrado que si proponemos u = F(X) G(Y), podemos demostrar a partir de la

ecuacion (7.39), que

F(X)=Asen(AX)+E cos(AX) (7.44)
G(Y) = C senh(AY) + D cosh(AY) (7.45)
Las condiciones homogéneas dadas por las ecuaciones (7.42) y (7.43) permiten encontrar
en X=+I, —ZTF(=N&. F (7.46)
en X=0, ZTF( =0 (7.47)
La substitucion de (7.44) en (7.46) nos lleva a
~A[Acos A—Esen A]=N,[A4sen A+E cos A] (7.48)
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El uso de (7.44) en (7.47) resulta en

AM1)-B0)=0, = A4=0 (7.49)
Por lo que (7.48) se simplifica a
tan A = % , condicion de los valores propios (7.50)
y(7.44)a
F (X)=cos(4,X) (7.51)

Notese que la solucion es idéntica a una de las encontradas anteriormente [ecuaciones

(7.23) y (7.24)]. En este momento podemos plantear que la soluciéon del problema es

u(X,7) =Y E,(X) G,(Y) (7.52)
n=1
en donde
G,(Y)=C, senh(4,Y)+ D, cosh(4,Y) (7.53)
Podemos utilizar la condicion homogénea dada por la ecuacion (7.41) para encontrar
en Y=r, a6 =0 (7.54)
dy
Esta nos permite a partir de (7.53) concluir que
C, =-D, tanh(4,r) (7.55)
Utilizando esta escribiremos (7.53) como
G,(Y)=D, g,(¥) (7.56)
en donde g,(Y) =cosh(A4,Y) —tanh(A, ) senh(A,Y) (7.57)

Por lo que usando (7.56) en (7.52), esta puede esta expresarse como
u(X,Y)= YD, F,(X)g,(Y) (7.58)
n=1

Ahora, para determinar la constante D,, se usa la condiciéon de frontera dada por la

ecuacion (7.40), o seaen Y =0 la ecuacion (7.58) da
1=2'D, F,(X) (7.59)
n=1

Ahora debemos reconocer que F,(X) es la solucion de un problema del tipo de Sturm-
Liouville, por lo tanto
[E.0E@Mdx=0, sinzm (7.60)
Utilizando esta condicién de ortogonalidad en la ecuacion (7.59) se puede obtener
o LEw e

= (7.61)
J, Eren ax
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Que puede expresarse como

D, = 4sen A, (7.62)
2A4,+sen(24,)
Aqui hemos utilizado
1
2
J‘l cos’ (A, X) dX = )_(+M
0 2 44, o
1 sen(24,)
=—+——7"= 7.63
2 4, (7.63)
1 1
J' cos (4 X) dx =| AKX | _sen 4, (7.64)
0 A, . A,
Para finalizar el problema es conveniente hacer un resumen del resultado
Solucion: u(X,Y)=2 D, F,(X)g,(¥) (7.65)
n=1
en donde
F,(X) = cos(2,X) (7.66)
g,(Y) =cosh(4,Y)—tanh(A,r) senh(4,Y) (7.67)
esta ultima puede expresarse también como
cosh|A (r—Y)
g,(Y)= [ ]
cosh(A4,r)
La constante D, esta dada por
4
. sen 4, (7.68)
24, +sen(24,)
y los valores propios 4, se evaluan de
tan A, :%, n=1,2,3,4,. (7.69)

n

Recuérdese que estas ecuaciones estan en términos de las siguientes variable y pardmetros
adimensionales

T-T L
u= o ox=2  y=2 ;== (7.70)
T -T B B B

Ahora podemos utilizar la ec. (7.65) para calcular la temperatura promedio de acuerdo a
+B 1
(T) = LJ‘ T dy = J T(X.Y)dX (7.71)
2BJ-s 0
Substituyendo 7 en términos de u usando ecuacion (7.70)

(D= [ @ -Twax-[ 1,ax (7.72)
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Aqui hemos denominado (7), . como el promedio exacto pues u ha sido encontrada sin

exac
incluir suposiciones adicionales a las que se hicieron en el planteamiento original del
problema de la aleta de enfriamiento rectangular.

Procediendo a evaluar la integral en la ecuacion (7.72) se llega a

(T) e T, I N ,f
u . = ——exac d — udX = D Y F(X)dX
< macta> 7—;)_7—; 0 Z n gn( ) 0 n( )

n=l

Utilizando la integral indicada en la ecuacion (7.64) encontramos

. -T 4sen’]
o exac [1: n Y 7'73
o) === D e & )

La evaluacion de la solucion requiere los valores de A, que son las raices de la ecuacion
(7.69). En la Figura 5 se muestra el tipo de procedimiento que podria seguirse para evaluar
las raices graficamente. En este caso se han graficado tan(Ad) y N, /A como funcion de
A y las raices son donde estas curvas coinciden. Se muestra en misma figura el efecto del
numero de Biot. Es claro que cuando el niimero Biot aumenta la primer raiz se aleja de

CC1O0.

,,,,,,,, 1 10.0 7

y 00

5.0~

-10.0 +—
0

Figura 5. Determinacion grafica de las raices de la ecuacion (7.69) a través de las
intersecciones de sus dos miembros.

Las raices también se pueden obtener si la ecuacion (7.69) se reescribe como
Asen(A) — N, cos(4) =0 (7.74)

La determinacion grafica de las raices de esta ecuacion se muestra en la Figura 6. En este
caso las raices corresponden a cuando la curva corta el eje de las abcisas. Es importante
notar que si no se hace una ampliacion adecuada de la figura se puede perder la primer raiz.
La ampliacion se muestra en la Figura 7.

La evaluacion de las expresiones obtenidas a través del método de separacion de variables

siempre requiere la solucion de problemas de valor propio. Estos problemas pueden ser tan
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sencillos como el representado por sen(A) =0 o mas complicado como en el caso de la
ecuacion (7.69). Para la solucion de tal problema puede utilizarse un método gréfico, pero
si se requieren evaluaciones multiples serd necesario recurrir a rutinas de computo basadas

en métodos como el de Regula Falsi o el de Mueller.

NBi
--------- 10

,,,,,,,,, 1 20,07
_ ol 150
10.0
Asen(A) 5.0
— N, cos(A) 0.07
5.0
-10.07
-15.07

-20.0 1 1 1 1 1 1

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

Figura 6. Determinacion grafica de las raices de la ecuacion Asen(A) — N, cos(A) = 0 para

diferentes valores del numero de Biot. Las raices se obtienen en las
intersecciones de las curvas con el eje de las abcisas.

0.5

Asen(A)
— N, cos(4) 20

05 o

-1.0

0.0

Figura 7. Determinacion grafica de las raiz de la ecuacion Asen(A) — N, cos(A) =0 mas

cercana al eje de las ordenadas para diferentes valores del nimero de Biot. Las
raices se obtienen en las intersecciones de las curvas con el eje de las abcisas.
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En las siguientes figuras se muestra la U obtenida con la ec. (7.65) y la temperatura

promedio obtenida con la ec. (7.73) para diferentes nimeros de Biot.

0.8

o
o
1

Temperatura adimensional (U)
o
=
1

o
N}
1

0.0 — — :
0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Posicion (Y)

084 1

o
o
1

Temperatura adimensional (U)
o
=
1

o
N
1

0o+ e
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
Posicion (Y)
1.0
N,=100.0
i

0.8
S
=
]
.S 0.6
%
=
5]
£
3
<
% 0.4
<
g
g
S 0.2

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

Posicion (Y)

Figura 8. Perfiles de temperatura en diferentes posiciones de X comparados con la
predicion de la temperatura promedio a diferentes valores del numero de Biot. Aqui se
usuaron 21 términos para evaluar la serie y el parametro L/B se tomo igual a 5.0
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8. El método de superposicion

Ahora consideremos un problema similar al resuelto anteriormente, el de la aleta,
pero ahora las condiciones de frontera son un poco mas dificiles. En la siguiente figura se
muestra el dominio bidimensional, la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera que

definen el problema

A T=T, Ecuacion diferencial parcial
/
0°T 0°T
oT oT ox’ a9y -0
k= A _
9x q, kax T -T,)
0 >
0 T=1, !

Debemos notar que la figura representa un sistema de seccion cuadrada en el cual las
superficies superior e inferior se mantienen a las temperaturas constantes 7; y 7,
respectivamente. Por otro lado en la superfice vertical izquierda se suministra calor de tal
manera que el flux ¢, es independiente de la posicion. Finalmente en la frontera vertical
derecha se retira calor de acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton a un medio que se
mantiene a la temperatura 7.

Es claro que el problema no tiene las caracteristicas para ser resuelto por el método de
separacion de variables, ya que no hay ninguna condicién de frontera homogénea. Con el
objeto de buscar las condiciones necesarias se proponen varios cambios de variables uno de

ello es el dado por las siguientes variables adimensionales

T-T X
u=—"0 x=2 y=2
-1, ‘ /
Con estas el problema toma la forma mostrada en el siguiente esquema:
'y u=1 Ecuacion diferencial parcial
1
’u  J’u
du 3 ox: oy 0
ou __ Ju _
x D oy * Natt =0
0 >
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en donde
g, ! ht T, -T,

k(T,-T,) Tk d T, - T,

9

En la presente forma del problema de valor en la frontera la ecuacion diferencial parcial es

separable, pero solamente hay una condicion homogénea y no hay cambios de variable

sencillos que puedan producir dos condiciones de frontera homogéneas en la misma

direccion.

Entonces se descompondra el problema en dos partes de tal manera que en cada uno se

tengan dos condiciones homogéneas en una de las direcciones. Asi para
w(X,Y)=u,(X,Y)+u,(X.,Y)

los problemas para u,(X,Y) y u,(X,Y) son los mostrados en el siguiente esquema:

Y azuz azuz
* up =1 >t P
1 ! 0X* 0Y
du, ou Y
£=0 87)(1'+N3iu1=0 1“ Uy =0
0 » X
0 1 %=—Q auz+NB,l.uz:0
u1=§ 00X 0 0X
2 2
o
x* oy 0 o0 1
Problema 1 Problema 2

Notese que las suma de las ecuaciones diferenciales da como resultado la original, y lo
mismo es cierto para las condiciones de frontera. Esta descomposicion ejemplifica la
escencia del método de superposicion. Cada uno de los problemas satisface lo que
resumimos en la seccion 5 como Condiciones para resolver un problema de valor en la

frontera con una ecuacion eliptica bidimensional. Ahora se necesita resolver para u, y u,.

Solucion para u,:
u, estd dado por el siguiente problema de valor en la frontera
0°u, 9’ u,

ox: or:

(8.1)
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en x=0, Ph_y (8.2)
0X
ou,
en X=1I, a—X+NBiu1=O (8.3)
en Y=0, u =¢ (8.4)
en Y=1, u =1 (8.5)
Se propone la separacion de variables de acuerdo a
u (X, Y) = F(X)G(Y) (8.6)
La substitucion de esta en (8.1) nos da
2 2
d f+/12F=o d ?—/IZG:O (8.7a,b)
dX dY

De las condiciones de frontera homogéneas dadas por (8.2) y (8.3) se obtienen las

siguientes condiciones para F(.X)

en X=0, d—FzO (8.8a)
dx

en X=1, d—F+NBiF=0 (8.8b)
dX

Debido a que no hay condiciones de frontera homogéneas en la direccion Y, no es posible
encontrar condiciones para G(Y), pero estas no son necesarias. La solucion para (8.7a) es

F(X) = Asen(AX) + B cos(AX) (8.9)
La derivada es necesaria para aplicar las condiciones de frontera, ésta es
j—i = 4[4 cos(AX) — B sen(AX)] (8.10)
La substitucion de (8.10) en la ecuacion (8.8a) resulta en
ZTF(Xz(]:O:/iA, = A4=0 (8.11)
Similarmente de la substitucion de (8.9) y (8.10) en (8.8b), y usando 4 = 0, se obtiene
dF
% B + N, F(1)=0=-ABsen(A)+ N Bcos(A)
o tan(4) = N, / A, condicion de los valores propios (8.12)

En las Figuras 5 a 7 se muestran algunos de los valores propios mas pequenos. Asi, las

funciones propias estdn completamente definidas y son

F (X)=cos(4,X) (8.13)
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Las solucion para G(Y) a partir de (8.7b) es
G,(Y)=a, senh(A4,Y)+b, cosh(4,Y) (8.14)

Por lo cual se puede escribir u, (X, Y)como

oo

u,(X,Y) = Z a, senh(/InY)cos(/lnX)+Z b, cosh(A,Y)cos(4, X) (8.15)

n=1

El uso de las condiciones de fronteraen ¥ =0 y Y =1, dadas por las ecuaciones (8.4) y

(8.5) respectivamente, permite obtener
En Y=0 u(X,H)=¢= E b, cos(A, X) (8.16)
n=1

En Y=1:

u(X,)=1= E a, senh(4,)cos(4, X) + E b, cosh(4,)cos(4,X) (8.17)
n=1 n=1
La funciones F,(X) = cos(A4,X)son ortogonales puesto que se originaron de un problema

de Sturm-Liouville en donde w(x)=1, p(x)=1y g(x)=0. Por lo tanto b, se puede
obtener de la ecuacién (8.16) como :

Q’J‘ cos(4,X) dX
b =-%0 (8.18)

n 1
J‘ cos’ (A, X) dX
0

El uso de la ortogonalidad de F, (X) en la ecuacion (8.16) da

1 1
J. cos(4,X) dX =[a, senh(4,) +b, cosh(/In)]J- cos* (A, X) dX
0 0

1
J- cos(A,X) dX
6 a =| =20 —b cosh(A,) |———— (8.19)

! senh(A,)
J- cos’ (1, X) dX
0
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Y la constante a, se puede obtener después de reemplazar b, en la ecuacion (8.19), con la

ecuacion (8.18)

1
J‘ cos(A,X) dX
_1-{cosh(4,) J,

@ senh(A,) !
J- cos’ (1, X) dX
0

En este momento u, estd completamente determinada. Ahora procederemos a encontrar u,

(8.20)

Solucion para u,:
u, esta dado por el siguiente problema de valor en la frontera

2 2
0°u, 07 u,

+ =0 8.21
axX* 9y’ (8.20)
en x=0, O% =-0 (8.22)
D¢ ° '
ou,
en X =1, 8X+N3iu2:0 (8.23)
en Y=0, u,=0 (8.24)
en Y=1, u,=0 (8.25)
Se propone la separacion de variables de acuerdo a
u,(X,Y) = F(X)G(Y) (8.26)
La substitucion de esta en (8.21) nos da
2F 2
d - -a’F=0 d (2;+0(2G:0 (8.27a,b)
dX dY

De las condiciones de frontera homogéneas dadas por (8.24) y (8.25) se obtienen las

siguientes condiciones para G(Y)
en Y=0, G0)=0 (8.28)
en Y=1, G(1)=0 (8.29)
Y por la condicién homogénea en X =1 dada por la ecuacion (8.23) se genera la siguiente

condicién para F(X)
en X=1, —| +N,F1)=0 (8.30)

X=1
La solucion para (8.27b) es
G(Y)=Csen(aY)+ D cos(rY) (8.31)
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La substitucion de (8.31) en la ecuacion (8.28) resulta en
G0O)=CO)+D(1), = D=0 (8.32)
Similarmente de la substitucion de (8.31) en (8.29), y usando D = 0, se obtiene
G(1)=0=Csen(x)
0 sen() = 0, condicion de los valores propios (8.33)

En este caso los valores propios son

a,=nm, n=1,23,.. (8.34)
Y las funciones propias estdn completamente definidas por
G,(Y)=sen(a,Y) (8.35)
Las solucion para F(X) a partir de (8.27a) es
F (X)= A4, senh(a, X)+ B, cosh(a, X) (8.36)
Cuya derivada es
Z—ﬁ; =a, |4, cosh(e, X)+ B, senh(cr, X)] (8.37)

La substitucion de (8.36) y (8.37) en la condicion de frontera dada por (8.30) resulta en
a, [4, cosh(er,) + B, senh(cx,)]|+ N[ 4, senh(ex,) + B, cosh(r,)]=0  (8.38)

La cual se puede resolver para obtener

B —_ Ny senh(er,) +a, cosh(er,) ~ =~ Ny +a, coth(er,,) (8.39)
" " o, senh(a, )+ N, cosh(a,) ", + N, coth(e,) '
(6]
N, th
B =—-A h, endonde h =o't coh(@,) (8.40a,b)

a,+ N, coth(x,)
Por lo cual la ecuacidon (8.36) se puede escribir como
F,(X)= A, [senh(ar, X)—h, cosh(e, X)] (8.41)

Ahora u, (X, Y) se puede escribir como

u,(X,Y) = Z A, sen(a,Y) [senh(er, X) — h, cosh(ex, X)] (8.42)

n=

El uso de las condicion de frontera en X = 0, dada por la ec. (8.22), permite obtener

ou, _ -0, = ian A, sen(e,Y)[(1) =, (0)] (8.43)

d0x

La funciones G,(Y) =sen(«,Y) son ortogonales puesto que se originaron de un problema

En X=0:

de Sturm-Liouville en donde w(x)=1, p(x)=1y ¢g(x)=0. Por lo tanto A, se puede

obtener de la ecuacion (8.42) como :
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1 1
— QOJ-sen(anY) dY=«a, A, J- sen’(a,Y) dY
0 0
Por lo que 4,

0, J- sen(cr,Y) dY
14 —_ 0

n 1
nﬂJ- sen’(«,Y) dY
0

Asi finalmente hemos encontrado
u(X,Y)=u,(X,Y)+u,(X,Y)

Es conveniente listar los detalles de las contribuciones u, y u,
Para u, :

oo

(8.44)

(8.45)

(8.46)

u (X,Y)= Z a, senh(/inY)cos(ﬂnX)+Z b, cosh(4,Y)cos(A4,X) (8.15)

n=1 n=1

en donde A, son las raices de

tan(A) = N, / A, condicion de los valores propios

Y las constantes a, y b, son
1

J’ cos(A,X) dX
4 = 1-{cosh(4,) J,

senh(4,) !
J’ cos’ (A, X) dX
0

Q’J‘ cos(4A,X) dX

b, =—
J‘ cos’ (A, X) dX
0

Para u,:
u,(X,Y) = E A, sen(a,Y) [senh(ex, X) — h, cosh(e, X)]
n=1

en donde los valores propios ¢, an estan dados por

a =nx, n=123,...

n

(8.12)

(8.19)

(8.18)

(8.42)

(8.34)
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sl

O, | sen(x,Y) dY
y A =— = (8.45)

nz | sen’(a,Y)dY

L4V

La evaluacion de la solucion requiere los valores de A, que son las raices de la ecuacion
(8.15). Notese que el procedimiento para encontrar las raices de esta ecuacion fue discutido
anteriormente en la Seccion 6.

Es conveniente modificar ligeramente lo que denominamos las condiciones para resolver

una ecuacion diferencial parcial bidimensional para que quede como

Condiciones para resolver un problema de valor en la frontera con una ecuacion eliptica

bidimensional:

a) La ecuaciéon debe ser homogénenea: ecuacion de Laplace.

b) Debe disponerse de suficientes condiciones de frontera homogéneas. Esto significa
al menos dos condiciones homogéneas en la misma direccion. En ocasiones estas
se pueden obtener con un cambio de variable sencillo y otras por el método de
superposicion. Este ultimo método requiere la solucion de dos problemas mas

sencillos que el original.

En la Figura 9 se muestra, en forma grafica, los resultados da la evaluacié de la ecuacion
(8.40).
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Figura 9. Perfiles de temperatura para diferentes nimeros de Biot, otros parametros son Q =
0.5y ¢=0.1. Se usaron 20 términos de las series.
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9. Un problema tridimensional
Ahora consideraremos el caso presentado en la conduccion de calor en un sistema
tridimensional en estado estacionario con algunas condiciones de frontera no-homogéneas.

Esta situacion se muestra en la siguiente figura:

Figura 10. Cubo de material sdlido cuyas superficies se mantienen a las temperaturas
mostradas.

La descripcion del sistema no da ninguna indicacion de que se deba incluir el término de
acumulacion. Por ello el problema se puede plantear en términos de la siguiente ecuacion

diferencial parcial eliptica (Ecuacion de Laplace tridimensional)

u 0u 0u O<X<l

8X2+8Y2+822:O en 0<Y <1 9.1)
0<z<l1

sujeta a las siguientes condiciones de frontera

en X=0, u=0 9.2)

en X=1, u=0 9.3)

en Y=0, u=¢, (9.4)

en Y=1, u=¢, 9.5)

en Z=0, u=0 (9.6)

en Z=1, u=1 9.7
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Si se procede a la aplicacion del método de separacion de variables al problema anterior
encontraremos que se generaran dos constantes de separacion. Para determinarlas se
requiere del equivalente a dos problemas de Sturm-Liouville y por lo tanto de al menos
cuatro condiciones de frontera homogéneas, o sea dos homogéneas en X'y dos homogéneas
en algunas Y o Z. El problema dado por las ecs. (9.1)-(9.7) no satisface estas condiciones
por ello recurriremos al método de superposicion.

Las condiciones de frontera homogéneas en X nos sugieren que se proponga la siguiente
superposicion

w(X,Y,Z)=u,(X,Y,Z)+u,(X,Y,Z) (9.8)

en donde
Problema 1 Problema 2

2 2 2 2 2 2
0°u, 0 u 0 u 0°u, 0 u, 0 u,

ox: Tor Taz 70 ox: Tar Yo 7Y (9-9a.)
en X=0, u, =0 en X=0, u,=0 (9.10a,b)
en X=1, u =0 en X=1, u,=0 (9.11a,b)
en Y=0, u =¢ en Y=0, u,=0 (9.12a,b)
en Y=1, u =¢, en Y=1, u,=0 (9.13a,b)
en Z=0, u, =0 en Z=0, u,=0 (9.14a,b)
en Z=1, u =0 en Z=1, u,=1 (9.15a,b)

Algunos de los detalles para encontrar u, se dan a continuacion. Inicialmente se propone
u,(X,Y,2) = F(X) G(Y) H(Z)

\d°F_ 1d°G 1d°H_

FdX* GdY* HdZ?

De esta se puede obtener
d*F

2

1d°G 1d°H 5

T GdY* Hd7Z*

+a’F=0, y

Rearreglando la ultima de estas ecuaciones se obtiene
1d°H 1d*G

2
J— - =—— _ —
HdZ* GdY? p

Por lo que los problemas para ', G y H estan dados por
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d* G d* H

Zle+a2F=0 de—ﬂzGZO dzzﬂ/zH:O
endonde y* = 5° -’
F(X) = Asen(a X) G(Y) = Csenh(BY) H(Z) = Esen(y Z)
+ Bceos(ar X) + Dcosh(BY) + Kcos(y Z)
F(0)=0 B, =(nz)* +(mrx)* H(0) =0
F(1)=0 G,,(Y)=C,,senh(f,, Y) H(1)=0

+ D cosh Y
" B 1) v,=mm,m=1,2,3..

o =nrw,n=1,2,3..

F(X)=sen(nzm X) H (Z)y=sen(mnmZ)

Por lo tanto
u,, =FXG,,(NH,(Z)

ul(X,Y,Z)=Z Z [4,,senh(B,,.Y)

+B,, cosh(f3,,Y)]sen(nzX )sen(mnZ) (9.16)

Usando la condicion de fronteraen Y =0

g, = E E B, sen(nz X)sen(mrZ)
n=1 m=1

De esta, después de utilizar la ortogonalidad de F, y H, , se obtiene

1 1
§1J sen(nﬂX)dXJ‘ sen(mmZ)dZ
0 0

- 1

nm 1
J‘ senz(nﬂX)dXJ sen’(mnZ)dZ
0

0

RAESUIESN .17

Y nm 2
mnit

Usando la condicion de fronteraen Y =1

{, = Z Z [4,,senh(f,,)+B,, cosh(f,,)]sen(nzX )sen(mnZ)
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De la cual se obtiene

§2J Sen(nf.cX)dXJ‘ sen(mzZ)dZ =

1 1

sen” (n7zX) de sen’ (mnZ)dZ

0

[Anmsenh(ﬂnm )+B,, cosh(f, )]j

0

Usando la ecuacion (9.17) para sustituir B

nm

[£, - cosh(S,,)] .[01 sen(nzX) dXI; sen(mzZ)dZ

se obtiene la siguiente expresion para A

nm

nm

senh(f

nm

)J.] senz(nﬂ'X)dX-[] sen’(mnZ)dZ
0 0

_ 4[4 =& cosh(B,)][1- (-1 ][ 1-(=1)" ]

" senh(f, Ymni’

nm

o Y (9.18)

Hemos determinado completamente u,

Solucion del problema para u, :

Por inspeccion podemos concluir que

+D,  cosh(f Z)]sen(nﬂ'X) sen(mmY) (9.19)

nm nm

en donde

Bow =(n7) +(mzy’
Notese que la ecuacion (9.19) satisface la ecuacion diferencial (9.9b) y las condiciones
homogéneas en X y Y dadas por las ecs. (9.10b)-(9.13D).

Para determinar una de las constantes de integracion, utilizamos la condicion de frontera en

Z=0
0= E E D, sen(nw X)sen(mzY), =D, 6 =0 (9.20)
n=1 m=1

Al utilizar la condicién de frontera en Z =1 se obtiene

1= E E C,, senh(B, )sen(nz X)sen(mzY)
n=1 m=1
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1

J sen(nzX) dXJ sen(mzY)dZ

0

y de esta C, = - -
senh(f, )J- sen’ (nz X) a’XJ. sen’(mzZ)dZ
0 0

_ a[1- (= [1-(-1"]

" senh(f,, )mn 7’

(9.21)

Asi finalmente tenemos la solucion para w(X,Y,Z2)=u,(X,Y,2)+u,(X,Y,Z). A

continuacidon resumimos las expresiones mas importantes:
u,(X,Y,Z) esta dada por

ul(X5 Y’Z) = g g [Anmsenh(ﬂan)
n=1 m=1

+Bnm COSh(IBnm

en donde B =(nx) +(mrx)

nm

RESNIESE

mn 1’

nm

_ 4[4, =& cosh(B,)][1-(-1" ][1-(-D" |

A
Y " senh(f, Ymnru’

y u,(X,Y,Z) esta dada por

u,(X,Y,2) = E E C,, senh(f Z)sen(nzm X)sen(mzY)
n=1 m=1

en donde

B, =(n7) +(mx)’

_ a[1- (= ][1-(-1"]

senh(B,, Ymn

y C.

Y)|sen(n7zzX)sen(mnZ) (9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.21)
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A continuacion se muestra la evaluacion de la solucion ec. (9.8)

Figura 11. Perfiles de temperatura, para planos de X constante (a) X=0.1 (b) X=0.2 y (c) X=
0.5.Seuso6 {1y &.igual a 1.0 y 80 términos de la serie.

Un comentario sobre la evaluacion de la solucion:
Los calculos cuando el nimero de términos crece mucho se podran hacer mejor si se

considera que a partir de (9.16)
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H, (Y)=A4,senh(S, Y)+B,, cosh(f,Y) (9.22)
con
5 4, [1-(-1'] £1_(—1)'"] .17
mnr
, 4 4[¢, — ¢ cosh(B,,)][1- (—1>2"] [1-(-1" ] ©.15)
senh(f,, )ymnzx
Se puede obtener
H, (v)=R, | &) | senh| £, (1-7)] 9.23)

senh(5,,) : senh(f,,)

en donde

G REIC

R =
nm mn ﬂ'2
y en el desarrollo se usé
Bnm = ;l an
-, cosh
y Anm — [;2 ;1 (ﬁnm)] R

senh(f,) "

Durante los calculos se debe considerar que las siguientes relaciones pueden escribirse

como
senh(f,,Y) exp(=4,,[1-7])-exp(=4,,[Y +1])
— (9.24)
senh(f,,) 1-exp(-25,,)
senh [,Bnm (1- Y)] ~ exp(-p,,Y) —exp(—ﬂnm [2- Y])
= (9.25)
senh(,,) I=exp(-24,,)
y que al tener aproximadamente £, > 50
senh(f3,,Y) B 3
n(f) - exp(-4,,[1-Y]) (9.26)
senh[ﬂnm (I—Y)] ~ ~
senh(/3,,,) =exp(~hu?) 027

Lo mismo habria que hacer para la evaluacion de (9.19), o sea
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h(B,.2)
C senh(B, Z)=R. S:;hTm) =R, exp[-B,, (1-2)] (9.28)

También cuando aproximadamente £ >50.

nm

Finalmente podemos resumir las condiciones que debe satisfacer un problema

tridimensional para ser resuelto por el método de separacion de variables

Condiciones para resolver un problema de valor en la frontera con una ecuacion eliptica

tridimensinal:

a) La ecuacion debe ser homogénenea: ecuacion de Laplace.

b) Debe disponerse de suficientes condiciones de frontera homogéneas. Esto significa
al menos dos condiciones homogéneas en dos de las direcciones. En ocasiones
estas se pueden obtener con un cambio de variable sencillo y en otras sera
necesario la introduccién de superposiciones. Esto ultimo llevara a la solucion de

dos o tres problemas mas sencillos que el original.
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10. Solucion de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas

En las secciones anteriores hemos revisado el método de separacion de variables y
el método de diferencias aplicados a la solucion de ecuaciones diferenciales parciales
elipticas. Ahora, se revisaran problemas con ecuaciones diferenciales parabdlicas; el
problema de conduccion de calor unidimensional y transitorio es de esta clase. La ecuacion
diferencial que describe el fendmeno mencionado contiene una derivada de primer orden
con respecto a una variable independiente (el tiempo), y una derivada de segundo orden
con respecto a una segunda variable independiente

oT  0°T

Esto significa que es necesaria una condicion inicial para el tiempo. Esta condicion
inicial se usara para evaluar los coeficientes de la solucidon expresada por una serie. Esto
significa que el problema se necesita plantear de tal manera que las condiciones de frontera
en x sean homogéneas. Los conceptos mencionados se mostraran en la solucion del

problema que modela la conduccion de calor en una placa de espesor £, como la mostrada
en la Figura 12, que inicialmente se encuentra a la temperatura 7. En cierto instante dos de

sus caras opuestas se ponen en contacto con fluidos que se mantienen a 7, y T,

respectivamente.

Figura 12. Placa solida que separa dos fluidos que se mantienena 7} y 7,
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La conduccion de calor unidimensional estd gobernada por la ecuacion diferencial (10.1)

sujeta a las siguientes condiciones de frontera e inicial

+ka—T: WT-T) en x=0 (10.2)
dx

—ka—T= WT-T,) enx=/ (10.3)
dx

T'=1, parat=0 (10.4)

Hemos supuesto que la resistencia a la transferencia de calor ofrecida por los fluidos es la
misma de cada lado y que / es el coeficiente de transferencia de calor.

Es la primera vez que tratamos con una ecuacion parabdlica, sin embargo la experiencia en
la solucion de ecuaciones elipticas nos indica que el método de separacion de variables no
podra aplicarse con éxito al problema dado por las ecuaciones (10.1)-(10.4) pues a pesar de
que la ecuacion es homogénea no hay dos condiciones de frontera homogéneas en la misma
direccion para con ello poder generar el requerido problema de Sturm-Liouville.

Se introducen las siguientes variables adimensionales

T-T X ht at
u=T_71, X=Z, NBiZT’ T=£—2 (105)
2 1
Y el problema toma la siguiente forma
du 0°u
EZ ax2 (106)
en X =0 g—;=NBi u (10.7)
0u
en X =1 —a—X=NB,. (u—-1) (10.8)
T,-T
ent=0 u=¢{=-"2—1 (10.9)
L-T

Una vez mas notamos que si se intenta la solucion suponiendo u(X,7)=0(7)F(X) pero
como una de las condiciones de frontera de X es no homogénea no se podrian obtener ni
las funciones propias, ni los valores propios ya que no hay suficientes condiciones de

frontera homogéneas en la direccion X. Por ello se propone la siguiente superposicion:

w(X,7)=u (X)+u(X,7) (10.10)
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Donde u, (X) es la solucion en estado estacionario, y u(7, X) es la contribucion transitoria.

Las condiciones no homogéneas seran asignadas al problema de u_ (.X), de tal forma que se

escribe
d’u
~=0 10.11
e (10.11)
du
——==N, (u, -1 en X=1 10.12
dX Bl( s ) ( )
du
=N, u en X=0 10.13
dX Bi K ( )
De esta manera el problema para & esta dado por la ecuacion diferencial siguiente
ou 0’u
—= 10.14
dr 09X’ ( )
Esta debe resolverse sujeta a las siguientes condiciones inicial y de frontera
paraz =0 u=¢{—-u/(X) (10.15)
o
enX=0 —=N, u 10.16
a X Bi ( )
ou
enX=1 ———=N, u 10.17
a X Bi ( )
La solucion para u (X) es
u (X)=CX+C, (10.18)
Utilizando las condiciones de frontera se obtienen
—C, =N,[C +C, —1] (10.19)
y
C, =N, C, (10.20)
Resolviendo simultdneamente las anteriores ecuaciones se obtienen
1 Ny,
2 = y C =
2+ N, 2+ Ny
Por lo tanto
Ny X+1
u == 10.21
(X 24N, (10.21)
Ahora se procedera a obtener la solucion para # . Para ello se propone
u(X,7)=F(X)O(7) (10.22)

La substitucion de la ultima ecuacion en la ec. (10.14) lleva a

Péagina 135



Capitulo III: EDP’s parabodlicas Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

1do 14d°F

——— ===/ (10.23)
Odr FdX
Las soluciones son
©=Ade " (10.24)
y
F = B sen(AX) + D cos(AX) (10.25)

Al sustituir la ecuacion (10.25) en las condiciones de frontera homogéneas dadas por las

ecuaciones (10.16) y (10.17) obtenemos

dF(0) dF(1)
Z 2 N F(0 ——===-N_,F( 10.26
dX Bi ( ) y dX Bi ( ) ( )
Para usar estas condiciones de frontera es necesaria la  derivada
Z—/i_:ﬂ B cos(AX) — A D sen(AX) (10.27)
El uso de las ecuaciones (10.25) y (10.27) junto con las ecuaciones (10.26) da como
resultados
AB=NyD (10.28)
y
—[/IB cos(A)—AD sen(/l)] =N, [B sen(A)+ D cos(ﬂ)] (10.29)
D=N, AB (10.30)

La substitucion de (10.30) en (10.29) da como resultado
2

-A cosﬂ+Lsenﬂ =N, send+A cosA

Bi

que puede expresarse también como
Atand, =Ny A =N, (N tand, +4,) n=12,..,0 (10.31)

Esta es la condicion de los valores propios. Las funciones propias se obtienen al eliminar
B de la ecuacion (10.25) usando la ec. (10.30):

F (X)=cos(4,X) +%sen(ﬁn) n=12,...,0 (10.32)

n

La parte transitoria de u(X,7) tiene entonces la forma
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H(X,7)= E a F (X)e ™" (10.33)
n=1

Para evaluar los coeficientes a, se usa la condicion inicial u(X,0) dada por la ecuacién
(10.15):

C—u(X) =Y a,F,(X) (10.34)

n=1

La funciéon F, (X) es ortogonal, por lo tanto de (10.34) puede obtenerse a, como

j [{—u,(X)]F,(X)dX
a =20

n 1
I F*(X)dX
0

Para finalizar esta seccion mostramos la forma de la solucion u(X,7) en las siguientes

(10.35)

figuras para dos valores del nimero de Biot: 10 y 0.1.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 13. Perfiles de temperatura para diferentes tiempos 'y N, =10. La condicion inicial
usadaes u=¢=1.
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0.01
1.0 V 0\>
R 0.2
. 170
q 26
08T ————
T 3.0
1 6.0
o6emTm ™ SRS e
R 11.0 10.0
u i
1 estado estacionario
0.4
0.2 s
00 T T } T T } T T } T T } T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 14. Perfiles de temperatura para diferentes tiempos 'y N, =0.1. La condicion inicial
usadaes u=¢=1.

Al comparar las figuras anteriores se observa que al disminuir el nimero de Biot el sistema
tarda mas en alcanzar el estado estacionario. Cuando N, =10 el tiempo en alcanzar el
estado estacionario es aproximadamente 0.6. Por otro lado para N, = 0.1 el sistema tardara

mas de 10 unidades adimensionales de tiempo para llegar al estado estacionario.

Un procedimiento similar al presentado en la seccion se puede usar para un problema
transitorio en mas de una direccion y sin problemas se puede extender para el caso en que
la ecuacion diferencial sea nohonogénea debido a un término fuente independiente del

tiempo.
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11. Solucion de problemas no homogéneos.

Para ejemplificar este caso se considerara el problema relacionado a un canal de seccion
rectangular en el que se pone en movimiento un fluido newtoniano que inicialmente esta
en reposo. El movimiento se provoca al aplicar la caida de presion constante expresada por
AP/ L. Si se restringe el andlisis a una seccion de longitud L, lejana a los extremos del
canal en donde el flujo volumétrico es tal que prevalecen condiciones de flujo laminar, la
ecuacion diferencial que gobierna la componente de la velocidad en la direccion z (Figura
12) es:

v op d0%v. 0%
A 242 = 11.1
Pt " oz ”(axz e (Ln
Como se menciond la caida de presion es constante y se puede expresar como
d
9P _ E (11.2)
0z L

Este término hace que la ecuacion diferencial sea no homogénea lo cual complicarad la
solucion del problema. Las paredes del canal se suponen rigidas y permanecen estaticas,
por otro lado el fluido inicialmente esta en reposo. Asi, las condiciones de frontera e inicial

se expresan de la siguiente manera:

v.=0 en x=0,a (11.3)
v,=0 en y=0,0 (11.4)
v.=0 para =0 (11.5)

En la Figura 15 se muestran las coordenadas usadas y las dimensiones del canal:

Es conveniente introducir las siguientes variables y pardmetros adimensionales

2
u="= x== v=2 =Y = BB 2 g
Vo a a a o L a
El problema en su forma adimensional esta dado por
ou ’u  d’u
or ¢ d0X* oY’ (1L.7)
sujeta a
en X=0,1 u=0 (11.8)
en Y=0,¢ u=0 (11.9)
para 7=0 u=0 (11.10)
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Direccién
de flujo

Figura 15. Flujo de un fluido Newtoniano en un canal de seccion transversal rectangular

cuyas paredes permanecen estaticas.

A pesar de que tanto las condiciones de frontera como la inicial son homogéneas no sera

posible aplicar el método de separacion de variables directamente, porque la ecuacion

diferencial es no homogénea. Por ello se propone la siguiente superposicion del problema

u=u (X, Y)+u(X,Y,7)

Esto con la idea de generar un problema para u(X,Y,7) que sea resuelto directamente por

(11.11)

la aplicacion del método de separacion de variables. Por esto, a la ecuacion diferencial de

u (X,Y) se le asigna el término no homogéneo, de tal manera que su ecuacion diferencial

€S

y esta sujeta a

’u, 0’u,

0X* 9dY
en X=0,1
en Y=0,¢

(11.12)

(11.13)

(11.14)
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Para satisfacer tanto el problema original, como la superposicion propuesta, se reemplaza
u(X,Y,r)con (11.11) en (11.7)-(11.10), y se aplica (11.12)-(11.14) para obtener el
problema de (X, Y, 7) definido por

ou od'u d*u

£=8X2+8Y2 (11.15)
con las siguientes condiciones de frontera e inicial
#=0 en X=0, (11.16)
i=0 en Y=0,{ (11.17)
i=-u/ (X,Y) para 7=0 (11.18)

No debe haber mayor complicacion para obtener la solucion de este problema, sin embargo

es necesario encontrar primero u (X,Y), ya que participa en la condicion inicial.

Solucion del problema de u (X,Y)dado por las ecs. (11.12)-(11.14)

Aunque esta parte de la solucion es independiente del tiempo, debido al término no

homogéneo en la ec. (11.12), no es posible resolverla directamente con el método de
separacion de variables. Por ello, con objeto de generar un nuevo problema en términos de

una ecuacion diferencial homogénea, se propone la superposicion dada por

uS(X,szy/(X,Y)—¢%(X2+Y2) (11.19)

La segunda contribucion de u (X,Y) no es Unica ya que puede ser cualquier funcion
7 (X,Y), que haga que la ecuacion diferencial de w(X,Y)sea homogénea. En esta
solucidn se escogié que

02T 9 02T 9

ox2 27 ar* 2
Algunos detalles de la solucion del problema de u (X, Y) se encuentran en la tltima pagina
de esta seccion. La substitucion de la ec. (11.19) en (11.15)-(11.18) lleva al siguiente
problema de valor en la frontera para y

;;V’z + g;"j =0 (11.20)
en X=0 wzgyz (11.21)
en X=1 w=§(1+Y2) (11.22)
en Y=0 1//2%)(2 (11.23)

en Y=( l//=§(§2+X2) (11.24)
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Se obtuvo lo deseado, o sea un problema en términos de una ecuacion diferencial
homogénea. Sin embargo, como consecuencia las condiciones de frontera son no
homogéneas, pero este tipo de problemas ya fue resuelto anteriormente por la
descomposicion en dos problemas. Asi, el problema para y puede resolverse usando la

siguiente superposicion
v=y,(X,))+w,(XY) (11.25)

En donde y, y ¥, estan dados por las soluciones de los siguientes problemas

0’ 0’ 0’ 0’
—a)”(’; + a;’; -0 (1126) a)";j +—a;’; ~0 (11.30)
en X=0 '//1=§Y2 (1127) e X=01 y,=0 (11.31)
p en ¥=0 y,=2x (11.32)
en X=1 y, =047 (11.28) 4
_ _ P o
en Y=0,{ y, =0 (11299 e Y=¢ w,= (X +c) (1133)

Al haber revisado las secciones anteriores de este capitulo no sera demasiado complicado
demostrar que las soluciones para i, (X,Y) y ¥,(X,Y) son de la forma

v, (X,Y)= Z;(k (D{cksenh[k?ﬂ)(} +d, cosh(k?ﬂ)(ﬂ (11.34)

Wy (X,Y)= Z(DP(X)[CP senh(pzY)+D, cosh(pﬂ'Y)] (11.35)
p=l1
en donde las funciones propias estan dadas por
@,(X) =sen(nzX) (11.36)

X, (¥)= sen(m—;YJ (11.37)

Procederemos a evaluar las constantes de integracion en las ecuaciones (11.34) y
(11.35). Al usar la ecuacion (11.27) con la (11.34) se obtiene

oo

4 Y= ZZk(Y)dk

k=1

RSN

En X=0

Usando la ortogonalidad de y, (Y) se obtiene
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o (¢ 2
4[0 Y2z, (V)dY

d, (11.38)

LR
jo W)Y

El uso de la ecuacion (11.28) junto con la (11.47) lleva a

en X=1 ?(1 +7Y?) = Z;{k (D[cksenh[k—;] +d, cosh(k?ﬂﬂ (11.39)

Usando nuevamente la ortogonalidad de y,(Y), y la definicion de d, dada por la ec.
(11.38) se obtiene

C 2] mnar .

¢ = 4 g +d, {l—cosh(—ﬂﬂ (11.40)
senh[k”J .[ 2 X)dy 4

4 0

En forma similar se obtienen las constantes en (11.35) mediante el uso de las

condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (11.32) y (11.33). Los resultados son

A

D,

=4 (11.41)
IO P2 (X)dX

20 (!
e [ opxrax
P senh(pal

A +D,[1-cosh(pr{) | (11.42)
J'O P2 (X)dX

Para la evaluacion de la solucion no es conveniente manejar ¥, (X,Y) y ¥,(X,Y) en la

forma dada por las ecs. (11.34) y (11.35). Por ello se involucran (11.40) y (11.42) con

(11.34) y (11.35) respectivamente para obtener

senh (kz(1-X)/{) . senh (kzX /{)
senh (k7 /() k senh (k7 /()

W= (Y)[ak } (1143)
k=1

Va(X.1)= ) 0,(X)

p=l

{Ap senh (p7((-Y)) M} (11.44)

senh(p7{) Psenh(pz{)
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En estas ecuaciones para las constantes Ap, B, a; y b, se usan las definiciones siguientes

p

d(° 2 ¢ (¢
4 jo Y2, (V)dY . jo 2 (N)dY

a, = z , bk =aq;t+ z (1 1453,b)
jo 2i(Y)dY JO 2A(V)dY
o 2 20 (7
. e, 000 220 o0
_4Jo _ 0
4, = 12 , B,=4,+ P (11.46a,b)
j op0dx IO P2 (X)dX
Solucion del problema de 1 (X,Y,7)dado por las ecs. (11.15)-(11.18)
Para la solucion de # se propone la siguiente formula de separacion de variables
u(X,Y,r)=u(X,7)u,(Y,7) (11.47)

La substitucion de la ecuacion (11.47) en (11.15) da como resultado

~ ~ 2~ 2~
_ du, _ du, _ ou, _ 07,

M T Ty Ty

que puede escribirse
o, 0°u Jou, 9’1,

6 7 e N Y A N R (11.48)
ot dY 0t J0X

u, y u, son linealmente independientes entre ellas, por lo que de las ecs. (11.48) y de las
condiciones de frontera homogéneas dadas por (11.16) y (11.17) se obtienen los siguientes
problemas

o, 0’
Para ii: —t 1 11.49
! ot 0X? ( )
u,=0 en X=0,1 (11.50)

- o, 0°u,
ara u, : — = 11.51
y pata i, dr oY’ (1131
=0 en Y=0, (11.52)

No es muy dificil encontrar que las soluciones son de la forma

=

i = E ae g (X) (11.53)

n=1
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=

i, = E ey (Y) (11.54)

m=1

en donde A, =nmw y I(m:m—ﬂ

n é/
Es crucial notar que las funciones propias x,(Y) y ¢, (X) son las mismas dadas por
las ecs. (11.36) y (11.37), y que aparecen en las soluciones de ¥, (X,Y) y ¥, (X.Y).
Al sustituir (11.53) y (11.54) en (11.47) se obtiene ' como

H(X.Y,7) = ZZ C )y (xyy () (11.55)

m=1
Notese que a través de @, (X), u(X, Y, 7) satisface las condiciones homogéneas en X = 0,1
dadas por la ec. (11.16), y satisface a través de y, (Y) las condiciones homogéneas en
Y =0,{ dadas por la ec. (11.17). Falta atn determinar la constante C, , para esto se

utilizara la condicion inicial dada por la ec. (11.18), o sea
Cuando 7=0 0=-u(X,Y)=-w(X,Y)+ ¢%(X2 +Y?)

Esta ecuacion, al usar la ec. (11.55), toma la forma

—ug(X,Y) ==y (X,Y)+ ¢%(X2 +7? )= iicnmcan (X) 2, (V) (11.56)

n=l m=I

Las funciones ¢, (X) y %, (Y) se originaron de problemas de Sturm Liouville por lo tanto

es posible usar su propiedad de ortogonalidad para obtener de (11.56)

:fjol “j (X2+Y2);(m(Y)dY}¢n(X)dX

jlco,%(X)degzi (V)dY
0 0

1| ¢
j “ (w1 +ws )zmde}%(X)dX
_ 0 0

(11.57)
jlw,%(X)dex,i (V)dY
0 0

La substitucion de y,(X,Y) y ¥,(X,Y) por las ecuaciones (11.43) y (11.44) da como
resultado
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‘”I quon(X)dXI ;(m(Y)dY ¢ _[ (pn(X)de Y2y (Y)dY

nm

j %(X)de 2(aY j %(X)de 22y

senh (kz(1-X)/{) senh (kzX /{)
j o X ){ senh (k7 /() +hy senh (k7 /() }dX

j P2 (X)dX

~ 1 ¢ senh(p7z({-Y)) senh(pzY)
J{ZZ(Y)de‘O Zn(Y){Ap senh(p7{) t5, senh(p7{) dr (11.58)
0

Después de efectuar las dos ultimas integrales se obtiene la constante C,,, en términos de
cantidades definidas antes por las ecs. (11.45) y (11.46)

4 4
Cyn=—4,0b,-a,)+——=a,,(B,—A4,)
¢ 02
2{ n+l 2 m+1
b, (-1 —-— | 4,+B,(-1 11.59
M(M)[ann( Y] nﬂ(l+§2)[ o+ By (D" | (1159)

Las constantes 4,,, B,,,

ecuaciones (11.45) y (11.46) son

¢ |, ¢ N
a, = 2{{( M( 1" - }—%(—1)} (11.60)

a, y b, después de efectuar las integrales indicadas por las

b, —a, :%[1—(—1)"1} (11.61)
A,;%{z[m] [( )" —1]——( 1y } (11.62)
B, —A, & ¢[1 (- 1)} (11.63)

En este punto se puede considerar que la solucion del problema finalmente se ha terminado

y esta dada por

M(X’Y,T)ZI/II(X’Y)-I_WZ(X Y)

) 3 Y G g, 001,00 (11.64)

n=1 m=1

en donde
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A, =nw K, = mx
g
@,(X)=sen(4,X) (11.65)
Xn(Y)=sen(x,Y) (11.66)

Enlaec. (11.64) C,, esta dada por la ec. (11.59). Las contribuciones a la parte estacionaria

v (X,Y)y w,(X,Y) estan dadas por las ecs. (11.34) y (11.35). Las constantes 4,,, B,,,
a, y b, que aparecen tanto en C, como en ¥1(X,Y)y ¥,(X,Y), estan dadas por las ecs.

(11.60)-(11.63). La formula aunque larga no es dificil de seguir para su evaluacion. Sin
embargo, debe reconocerse que el método requiere tres formulas de superposicion y que
ello como consecuencia aumenta el algebra significativamente, esta es la razoén para

introducir el método alternativo de solucioén que se presenta en la seccion siguiente.

Evaluacion de la solucion

0.35

0.30

0.25

Figura 16. perfiles de velocidad en el canal, aqui se uso ¢=4.0 y {=1.0 y 9000 términos de
la serie.
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Detalles para encontrar u _(X,Y) definido por la ec. (11.12)
La solucion del problama dado por las ecs. (11.12)-(11.14) se inicia con la superposicion
siguiente
u (X, V)=wX, ")+ f(X.,Y) (11.67)
Al substituirla en la ec. (11.12) se obtiene
2 2 2 2
s}g’z+§;’j+§){z+§yf:=—¢ (11.68)

Se requiere una ecuacion diferencial homogénea para f, o sea la ecuacion (11.20). Esto obliga

a que la ecuacion diferencial para f(X,Y) sea

Of LIS _ - (11.69)

8X2+8Y2

Con la idea de resolver facilmente la ecuacion diferencial (11.69) la funcion f puede ser

cualquiera que la satisfaga. Por ello se propone

af 1 a7f 1
- =—— 11.70a,b
dX* 2¢ Y’ 2¢ ( %b)
De las que integrando se obtiene
XD ==X+ g(N X +G() (11.71a)
f(X,Y)=—%¢Y2+h(X)Y+H(X) (11.71b)
Como ambas deben que ser idénticas, se puede seleccionar
G(Y)= —%w 2 g¥)=0 (11.73ab)
H(X)= —%(z)X 2 h(X)=0 (11.74a,b)
y asi
) ==X+ 1) (11.75)

Como no se han establecido condiciones de frontera para f(X,Y) y es obligatorio
satisfacer las correspondientes a u (X,Y), las condiciones para y(X,Y) necesariamente

son no homogénea. Ellas estan dadas por las ecs. (11.21)-(11.24).
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12. Solucion de problemas con condiciones de frontera no homogéneas dependientes

del tiempo.

En la Seccion 10 se resolvid un problema muy parecido pero con condiciones de frontera

independientes del tiempo, ahora revisaremos un caso en el que las nohomogéneo en las

condiciones de frontera se deben a alguna dependencia en el tiempo. Para ello

consideraremos la situacion mostrada en la siguiente figura:

T =T,

RCs

=h(T - T,(1))

Figura 17. Placa so6lida que separa a dos fluidos cuya temperatura cambia con el tiempo de

acuerdo a funciones conocidas.

La conduccion de calor transitoria en la placa esta dada por
oT 90T
— = 3
dt dox

Se supondran las siguientes condiciones de frontera e inicial

O0<x</t

en x=0 T=T(@)

en x=/ -kﬂz T -T,(¢))
0x

(12.1)

(12.2)

(12.3)
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cuando =0 =T, (12.4)

Introduciendo las siguientes variables adimensionales en las ecs. (12.1)-(12.4)

P 1
T, 14 l
se obtiene
du du
Zr 12.5
ar 90X’ (125)
en X=0 u=¢(7) (12.6)
B du
en X=1 a—X+NB,.u=NBl. ?,(7) (12.7)
cuando 7=0 u=l (12.8)
En la ec. (12.6) se introdujo la siguiente temperatura adimensional
NG
9,(n)="10 (12.9)
Ty
y en la ec. (12.7) se usaron el nimero de Biot y la temperatura adimensional dadas por
Ny = nt (12.10)
k
oy(r) =121 (12.11)
Ty
Se usard la siguiente de superposicion para u( X, 7)
u(X,7)=f(X,7)+u(X,7) (12.12)

La funcion f(X,7) serda obligada a satisfacer las condiciones no homogéneas, y asi

t(X,7) tendréd condiciones homogéneas. Una posibilidad es usar
f(X,t)=a,()(1-X)+a,(1)X (12.13)
en donde a,(7) y a,(7) se pueden determinar de

f=9,(7) en X=0 (12.14)

0
a—£+NBif:NB,-¢2(T) en X=1 (12.15)
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Esto es, hemos asignado a f(X,7) la parte no homogénea de las condiciones de frontera

de u(X,7) dadas por las ecs. (12.6) y (12.7). Al aplicar (12.14) y (12.15) alaec. (12.13) se

obtiene
a,(7)=¢,(7) (12.16)
y a,(1) = ¢I(T)1++AJ</B;,.¢2 @ (12.17)
Por lo que f(X,7) esta dada por
17 = (D)1= x) + AD N5 6, (@) (12.18)
1+ Np;

Con esta funcién, se puede obtener el problema para #(X,7). Las ecs. (12.12) y (12.18)

permiten obtener

Ju _9f,9u_ s x)ys At Neidr o 08 (12.19a)
ot 0t 07 1+ Ny, o7

du om0 f o

= + = 12.19b
Y 0X® 09X 0X® 9X° ( )
La ec. (12.19a) se simplifica con la introduccion de la definicion
_0(X,7) = g (o)1 - x)+ 2O N5 4 (D) (12.20)

1+ Np;

Al sustituir (12.19) y (12.20) en (12.5) y usar las condiciones (12.14) y (12.15) en (12.6) y
(12.7) se obtiene el siguiente problema para (X, 7)

ou o’
—=——+D(X,7 12.21
or 0X° (X.7) ( )
en X=0 u=0 (12.22)
ou ~
en X = —+N,u=0 (12.23)
0x
para 7=0 u=1-f(X,0) (12.24)

Este problema con una ecuacion diferencial no homogénea y condiciones de frontera
homogéneas puede ser resuelto utilizando el método que se presentd en el ejemplo anterior.
Para ello primero se encontraran las funciones propias correspondientes al siguiente
problema homogéneo

duy _ 0uy

= 12.25
ot 0X° ( )
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en X=0 u,=0 (12.26)
en X=1 %+Nmu,,:o (12.27)

Ahora se deben buscar las funciones propias que satisfacen la ecuacion diferencial y las

condiciones homogéneas (12.26) y (12.27), por lo que se propone

uy =0(7)p(X)
Al sustituir esta en la ec. (12.25) da como resultado
1d0_1d¢__»
©dr ¢@dx’

Al resolver para @, se encuentra

@(X) = Asen(AX) + Bcos(AX)

Las condiciones de frontera (12.26) y (12.27) permiten encontrar

do(l
P(0)=0 y %+ N, o(1)=0

Usando la primera de las condiciones se encuentra B =0. Este resultado junto con la
condicién en X =1 nos lleva a la condicion para encontrar los valores propios
tan(A) = _ A (12.28)
NBi
En la Seccion 7 discutimos como encontrar los valores propios A, a partir de la ec. (12.28).

Las funciones propias son

@,(x) =sen(4,) (12.29)
Se debe tener en mente que
Oy __ o (12.30)
dx? " '
A continuacion se proponen
#(X,7)= E a,(0)9,(X) (1231)
n=1
y
D(X,7)= E ¢,(0)9,(x) (12.32)
n—1

Para esta ultima expresion la ortogonalidad de ¢, (X) permite encontrar
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1
jCD(X ,T) @, dx
¢, (1) =— (12.33)
J @, dx
0
La substitucion de (12.31) y (12.32) en (12.21) da como resultado
da, _ a 4, + ¢, (7)
O ar " dX? P,
n=1 n=1 n=1
0
E 9, [%+ Aa, - cn(r)} =0
dt
n=1
Por lo tanto
44, g —c (1) (12.34)
dt
La condicion inicial para a,(7) se obtiene de la ecuacion (12.24) que lleva a
1-7(X,0)= E a,(0)p,(X)
n=1
y usando la ortogonalidad de las funciones propias se obtiene
1
j [1- (X, 0)] @, dX
a,(0)==0—: (12.35)
[ ornax
La solucion de (12.34) es [Apéndice D]
T
a,(7)=a, (0)e M +ehT j e () de (12.36)
0

Entonces se ha encontrado la solucién completa para el problema descrito por las
ecuaciones (12.1)-(12.4).

En principio cualquier tipo de funcién f(X,7) se puede usar con el proposito de resolver
el problema. Existen otros métodos para la soluciéon de problemas no homogéneos como el
método de funciones de Green y el método integral de superposicion. EI método que se ha

revisado aqui es el mas simple.
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A continuacion se muestra la evaluacion de la solucion ecuaciones (12.18) y (12.31) para

tres diferentes casos

o o NBi=0.1

\+=0001

Condicién inicial () = 0.0
T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

NBi=1.0

Estado estacionario t> 1.0

oy
S 144
01
‘0.0S h
1.2 .
' =001
1.0 Cendicién nicia (1= oo
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

NBi=10.0

Estado estacionario 7> 0.5

7= 0,001

Condicion inicial (9= 0.0

T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 18. Perfiles de temperatura en la placa, para diferentes nimeros de Biot, en el caso
en que las condiciones de frontera son independientes del tiempo e iguales a 2.0 y 1.0

respectivamente. Se utilizaron 190 términos de la serie
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Aqui se muestra la evaluacion de la solucion para un segundo caso

ado estacionario 7> 2.0

\g=0.001 e [ S e

Condicion inicial (8 =0.0
T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

NBi=1.0

Estado estacionario t> 0.5

= o1
> 144
0.05
1.2
~‘~\ +=001
1.0 |Gondicion nical 1= OO
T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
NBi=10.0
2.0 Estado estacionario 7> 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 19. Perfiles de temperatura en la placa, para diferentes nimeros de Biot, en el caso
en que las condiciones dependientes del tiempo son del tipo exponencial, aqui ¢ y u » =

5.0y a1y 0, =0.5. Se utilizaron 190 términos de la serie.
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Finalmente se analiza un tercer caso

>
= 14 R
>
00
005
12
001
\\,; 0001 e ) \\*\\\ ““““
10
[Condicién inicial () = 0.0
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

U(X.7)

N 7=0.01

Condicién inicial (9= 0.0""~-.____

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

NBi=10.0

U(X,7)

"\#=0.001

1.0

Condicion inicial (8= 0.0
T T T

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 20. Perfiles de temperatura en la placa, para diferentes nimeros de Biot, en el caso
en que una de las condiciones de frontera es constante e igual a 2.0 y la otra depende del
tiempo a través de una funcion periddica, aqui o1y 0o = 0.5y @, = 5.0. Se utilizaron 190

términos de la serie.
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Comentarios sobre el procedimiento para encontrar la solucion de este problema con
condiciones de frontera dependientes del tiempo.

Notese que se introdujo la funcion f(X,7) cuyo papel, muy importante, fue hacerse cargo
de las condiciones de frontera no homogéneas y por ello se pagdé como precio el tener que
resolver una ecuacion no homogénea para u(X,7). Esto fue posible porque se disponia de
condiciones de frontera homogéneas y se us6 el que cualquier funciéon, ain una
desconocida puede expanderse en series de funciones propias.

Debe notarse también que estrictamente no es posible usar una superposicion como la de la

Seccion 10, porque en ese caso la solucion en estado estacionario u (.X) no puede

encargarse de las condiciones de frontera no homogéneas ya que ellas dependen del tiempo.
Sin embargo, si puede proponerse un superposicion
u(X,7)=u, (X,7)+u(X,7) (12.37)

En donde u,(X,7) se encargara de las condicones de frontera nohomogéneas y satisface la

ecuacion diferencial correspondiente al estado estacionario, o sea u,(X,7) esta dado por

Tty (12.38)
0X* '
u, =@ (z) en X=0 (12.39)
0ty
S Npittgs = N, $5(0) en X=I (12.40)
Y por lo tanto #(X,7) esta dado por
~ 2~ a
g _ ot Ity (12.41)
or JdX° Ot

con condiciones de frontera homogéneas dadas por las ecs. (12.23) y (12.22). Al resolver la
ecuacion (12.38) sujeta a las condicones de frontera (12.39) y (12.40) se encontrard que
u, (X,7) es la misma expresion que se encontr6 para f(X,7) y asi llegaremos al mismo
problemas para # ya resuelto anteriormente. Sin embargo, habremos encontrado una forma
sistemdtica para determinar la funcidén “magica” f(X,7), que no es otra que la solucion

del problema bajo la suposicion del falso estado estacionario.
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13. Método para la solucion de problemas nohomogéneos basado en la expansion en

series de funciones ortogonales

Se presentara este método como una alternativa a la metodologia presentada en la Seccion
11 para la solucion de problemas bidimensionales transitorios y no homogéneos. El punto
de partida serd la version adimensional del problema de flujo en un canal, por ello la
ecuacion diferencial y las condiciones de frontera son:

Ju_ u  du

— =0t =+ 13.1
ot ¢ 0X*> oY’ (13-1)
en X=0,1 u=0 (13.2)
en Y=0,¢ u=0 (13.3)
para 7=0 u=0 (13.4)

Para la solucion del problema primero se busca un problema homogéneo de forma analoga
al problema homogéneo, esto con la idea de encontrar funciones propias que satisfagan las
condiciones de frontera homogéneas del problema original. Entonces se propone el
problema siguiente

du, Ju, Ju,

= 13.5
dr dX* Y’ (13.5)
u, =0 en X =01 (13.6)
u, =0 en Y=0,¢ (13.7)
La solucion del problema anterior tiene la forma
N ~— —(ﬂfﬂ(i)r
U= Y e 0,(X) ,(7) (13.8)

en donde
9,(X)=sen(n7 X)

Y)= m—”Yj
X, X) sen( ;

mri
A, =nm y K,=—0H
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Se debe insistir en que uy no es la solucién deseada, y que solo sirvié de base para
encontrar las funciones propias que satisfacen las condiciones de frontera del problema

original y que son homogéneas. Sobre la base de esto se propone para u(X,Y,7) una

M(X,Y,T)=ZZ 4,09, (X)x,Y) (13.9)

Se insiste en que en esta expresion @, (X) y x,(Y) hacen que u(X,Y,7) satisfaga las

solucion de la forma

condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (13.2) y (13.3). Notese que los
coeficientes 4,, deben ser funcion del tiempo y que no han sido atn determinados. Para
ello se obligara a la ec. (13.9) a satisfacer la ecuacion diferencial original [ec. (13.1)]. Por
esto se substituira la ec. (13.9) en la ec. (13.1), pero antes es conveniente expandir el

término nohomogéneo de la ecuacion (13.1) usando las funciones propias @, (X) y

¢=Z Z @ (X) 2 (¥) (13.10)

2,,(Y), de tal manera que

Como las funciones ¢, (X) y x,(¥Y) son ortogonales, los coeficientes c,, se pueden
encontrar a partir de la ec. (13.9) y son
1 ¢
¢j J‘ZW(Y)dY @, (X)dX
A L4 (13.11)

Com 1 4
J-(ﬂi(X)dXJ- 2,(Ndy
0 0

El método también es aplicable al caso en el que la funcién ¢ sea funcionde X, Y y 7 ,

en ese caso
Cnm = cnm(T)

La substitucion de las ecuaciones (13.9) y (13.11) en (13.1) da como resultado:

ZZ%W}OMD . ZZ 00, (X) 2, ()
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ZZ%( 0 £, 20 ZZ%( PRI ZLIEREY

Recordando que las funciones ortogonales ¢, (X) y x,(Y) son soluciones de las

siguientes ecuaciones diferenciales

2
‘2};"; e (13.13)
y
2
%:—Kﬁm (13.14)

Substituyendo estas ecuaciones en la ecuacion (13.12) para eliminar las derivadas

espaciales se obtiene:

E E [dA”’” - (/12,1+K3”)Anm}(on;(n:0 (13.15)
dt
n=1 m=1

De donde debido a la independencia lineal de las funciones propias se obtiene
% (ﬂz + Km)An = cnm
dt

(13.16)

En necesario especificar una condicion inicial para 4,y ella se puede obtener del hecho

que la ec. (13.11) debe satisfacer la condicion dada por la ec. (13.4), o sea

0= 4,,(0)0,(X) 2, (Y) (13.17)

n=l m=l
y de aqui
4,,00)=0 (13.18)

Notese que el método no estd limitado al caso en que la condicion inicial es cero, ya que

podria tenerse la condicion inicial

En  7=0, w(X,Y,0)=F(X,Y) (13.19)
y por ello
F(XY)= DY Aun(0)9,(X) 2, (Y) (13.20)
n=l m=l1
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Entonces utilizando la ortogonalidad de ¢, (X) y x,(Y), de la ec. (13.20) la condicion

inicial para resolver la ecuacion (13.16) seria

1 ¢
j JF(X,Y)zmde 9,(X)dX

J.cﬂi(X)dXJ'Zi(Y)dY

La solucion de la ecuacion diferencial lineal de primer orden, dada por la ec. (13.16), sujeta

A4, (0)= (13.21)

a la condicion expresado por la ecuacion (13.21) es [Apéndice D]

nm nm

A (1)=4 (O)e—(/12n+kfn)r+e—(/12n+ki)rj CnmeJrMZ”Jrki’)fdf (13.22)
0

Que para el caso del problema del movimiento de un fluido a partir del reposo y en el que
se aplica la ec. (13.18) se reduce a
c

_ —(A2+k2 )T
A,,(7)= ﬂf imki [l—e } (13.23)

Notese que la rapidez de este método con respecto al propuesto en la Seccion 10 es

contrastante. La solucion, una vez se substituye (13.22) en la ec. (13.9), toma la forma

= — 2,2
w(X,Y,7)= Z:;; ﬁwn(X);(m(Y){l—e ”n”‘m”} (13.24)
Ademas de lo directo del método, y como consecuencia, la expresion que da el resultado es
mucho mds compacta. Notese que de la ec. (13.24) es facil obtener la distribucion de
velocidad en estado estacionario, esto porque el término no homogéneo y las condiciones

de frontera son independientes del tiempo. Asi

lim u(X,Y,7)=u,(X,Y) (13.25)
T—o0
que al aplicarla a la ec. (13.24) da
N ¢
ug(X,Y)= — 5 (X)) 20 (Y) (13.26)
N LB

Para evaluar la solucion es necesario obtener especificamente la constante dada por la ec.

(13.11), que se puede escribir como
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20 (! ¢ (°
16 | €4 ] onc0ax || €] zmnay

(13.27)

nm —

o0& j 2 (X)dx j “ Ry
0 0

que utilizando las resultados dados en las ecs. (10-45) y (10.46) de la seccidon anterior toma

la forma

16
Com = W(Bn _An)(bm _am) (1328)

o . L —[1—(—1)"}[1—(—1)’"] (13.29)

nmimw

Evaluacion de la solucion

0.35

0.30 — 0.5
0.25 -

0.20 A

XY)

NS

“0.15

U

0.10

0.05 -

0.00 f—— , . , : , . , .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 21. Perfiles de velocidad en el canal, se utilizaron los parametros ¢ =4.0 y {'= 1.0,
con 30 términos.
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A continuacion se muestra la evaluacion de la solucidn transitoria

10 o o
7=0.01 =002
7=0.03
0s 0s 0s
06 06 0.6
s
g
S
04 04 04
02 02 02
0.0 00 0.0
00 02 0 0 0 1o 00 02 04 06 ) o 00 0z o os o 1o
x
1.0 o 1.0
=004 7005
7=0.06
08 08 08
06 06 06
°
z
2
04 04 > 04
02 0z 0.2
00 ;
00 0.0
0.0 02 04 06 08 1.0 0o 02 04 0o 0s e 0.0 0.2 0.4 086 08 1.0
X Axis Title
10 o 10
=009
7=0.07 7=0.08

= Estado est o 7.0,
=01 stado estacionario 7201 NN

i Ny,

o8 o s N Y
//_\\ N - 0.0

s —— e 0,01
0.02
04 — 0.03
—— 0.04
””””” 0.05

Figura 22. Perfiles de velocidad en el canal, que muestran la evolucion del perfil en el
tiempo, los parametros utilizados son los mismos del problema anterior, con la excepcion
de que aqui se utilizaron tnicamente 30 términos de serie.
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14. Sobre la metodologia de la solucion de ecuaciones diferenciales parciales

parabdlicas con el método de separacion de variables y sus variaciones.

Haremos un resumen de los puntos mas importantes para resolver los problemas
relacionados a ecuaciones diferenciales parciales parabodlicas. Directamente relacionado al

problema de la Seccion 10 estableceremos que las

Condiciones para resolver un problema de valor inicial con el método de separacion de
variables con una ecuacion diferencial parcial unidimensional:
a) La ecuacion debe ser homogénenea: ecuacion de difusion.

b) Las dos condiciones de frontera deben ser homogéneas.

El planteamiento del problema de valor inicial para u(X,7), dado por las ecuaciones
(10.6)-(10.9) no satisface las condiciones acabadas de sefalar. Por ello se introdujo la
superposicion

u(X,7)=u (X)+u(X,7) (14.1)
De tal manera que u, (X) acarred con ella las condiciones de frontera no homogéneas,

generando condiciones de frontera homogéneas para la ecuacion diferencial parcial

parabdlica homogénea de u(X,7). El problema de u(X,7)satisface las condiciones
necesarias para ser resuelto por el método de separacion de variables. Debemos sefalar
que, ya que la ecuacién diferencial es homogénea asi como las condiciones de frontera, la
unica razén de que la solucion no sea la trivial es la condicion inicial.

Noétese que el adicionar a la ecuacién diferencial un término no homogéneo constante o dun

dependiente de la posicion no impediria que la superposicion en términos de u (X)

generara un problema de u(X,7), con las condiciones necesarias para ser resuelto por el

método de separacion de variables. Esto siempre y cuando el término no homogéneo sea

acarreado por el problema de u (X). Esto es ejemplificado en el problema propuesto 10.
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En donde se solicita la solucioén de la version unidimensional del problema revisado en la
Seccion 11 de este capitulo.

Al revisar la solucién de tal ejemplo deben quedar claro las siguientes

Condiciones para resolver un problema de valor inicial con el método de separacion de
variables con una ecuacion diferencial parcial bi-dimensional:
a) La ecuacion debe ser homogénenea: ecuacion de difusion.

b) Las cuatro condiciones de frontera deben ser homogéneas.

Por ello en este caso se recurrid a la superposicion
u=u (X, Y)+u(X,Y,7) (14.2)
Con el objeto de generar un problema para #(X,Y,7) que satisfaga las condiciones

sefialadas en el recuadro anterior. Sin embargo, en contraste con el caso unidimensional el

problema de u (X,Y) es ahora mas complicado pues su ecuacion gobernante es eliptica,

bidimensional y a pesar de que sus cuatro condiciones de frontera son homogéneas no
puede ser resuelto por el método de separacion de variables pues la ecuacion diferencial

parcial es no homogénea. Por ello fue necesario introducir la superposicion

u,(X,Y)=w(X,Y)- (./)%(XZ +7?) (14.3)
Que permiti6 encontrar una ecuacion diferencial homogénea eliptica para y(X,Y) pero al
precio de tener las cuatro condiciones de frontera no homogéneas. Este problema lo
pudimos resolver usando la nueva superposicion
V(XY) =y, (X, Y) +y,(X.Y) (14.4)
Que generd problemas para ¥, (X,Y) y y,(X,Y) que satisfacen las condiciones sefialadas
antes para la solucion de problemas por el método de separacion de variables con
ecuaciones diferenciales elipticas bidimensionales. Un procedimiento similar se puede
seguir para la version tridimensional del problema dado en la Seccién 11 siempre y cuando
el término no homogéneo sea independiente del tiempo. Al respecto de esta situacion
estableceremos sobre las ecuaciones que pueden ser resueltas directamente por el método

de separacion de variables que las

Péagina 165



Capitulo III: Resumen ecuaciones parabolicas  Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

Condiciones para resolver un problema de valor inicial con el método de separacion de
variables con una ecuacion diferencial parcial tri-dimensional:
a) La ecuacion debe ser homogénenea: ecuacion de difusion.

b) Las seis condiciones de frontera deben ser homogéneas.

Esto quedara més claro al resolver los problemas propuestos 7 y 26.

Lo realizado en las secciones 12 y 13 puede ser resumido muy rapidamente con las

siguientes

Condiciones para resolver un problema de valor inicial con una ecuacion diferencial
parcial tri-dimensional no homgénea por el método de expansion en series de funciones
propias:

a) Las seis condiciones de frontera deben ser homogéneas.

Debe quedar claro que el término no homogéneo puede ser dependiente de la posicion y del

tiempo y que la condicidn inicial no tiene una restriccion especial. Claro que para llegar a

las condiciones del recuadro anterior tal vez sea necesaria una superposicion del tipo
wlX,Y,Z,1)=u, (X,Y,Z,0)+u(X,Y,Z,7) (14.5)

En donde u,(X,Y,Z,7)se encargara de las condiciones de frontera nohomogéneas

generando condiciones de frontera homogéneas para #(X,Y,Z,7). Tal vez el término no
homogéneo de la ecuacion diferencial parabolica de # se complique un poco mads, pero
esto no representa un problema mayor. En realidad el precio a pagar estd en que serd
necesario resolver una ecuacion diferencial parcial eliptica tridimensional homogénea para
u,(X,Y,Z,7); aunque esto sera engorroso es posible siguiendo lo establecido
anteriormente. Debe quedar claro que los casos unidimensional y bidimensional son

simplificaciones del problema presente. Asi, si uno maneja los conceptos de expansion en

series de una funcion cualquiera en términos de funciones propias, para lo solucion de
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ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dominios finitos, en realidad, lo tnico que
debe recordarse es lo resumido en el ltimo recuadro. Claro que hay un buen niimero de
ideas cruciales en ello y por eso es conveniente revisar todos los puntos presentados.

El método de expansion en series de funciones propias puede también usarse para la
solucion de ecuaciones ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales elipticas. Estas ideas
quedaran mas claras si se resuelven los problemas propuestos 18 al 22 y el 25.

Por ultimo se mencionara que el método de separacion de variables puede aplicarse tambié
para a la solucion de problemas en términos de ecuaciones hiperbolicas como las de los
ejercicios 17 y 27 a 30.

Como se vera en el capitulo siguiente todas la ideas de superposicion y solucion en series

pueden ser extendidas a problemas planteados en otros sistemas de coordenadas.
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Problemas propuestos

En los problemas que incluyen programas de computo debe entregarse un reporte

escrito que incluya el programa, los resultados y una discusion.

Problema 1

En los siguientes problemas de Sturm-Liouville definidos con la ecuacion diferencial
d 2)’ 2
—=+A"y=0, 0O<x<l
d x*

y cada una de las siguientes combinaciones de condiciones de frontera
a) y(a)=y(b)=0
b) y(a)=y'(b)=0
c) y'(a)=y'(b)=0
d) yvi@=py) y -y'(b)=p5y0b)
i) Encuentre la funcion propia, la condicion de los valores propios, los valores propios y
la condicion de ortogonalidad.
i) Para el caso en que a=0 y b=1, muestre graficamente las funciones
correspondientes al primer, quinto, vigésimo y quincuagésimo valor propio.
Para el inciso (d) desarrolle el algebra en forma general, pero los calculos hagalos solo
para cuando 5, =0.01y £, =1.0.

Problema 2
Utilice las funciones propias encontradas en los problemas de Sturm-Liouville del ejercicio

anterior para expandir las funciones f(x) dadas mas abajo, de tal manera que
f(x)=2C,p,(x)
n=0

1). Encuentre los coeficientes C,, .
i1). Compare graficamente la funcion dada con los valores obtenidos de la expansion

parael casoen que a=0y b=1;use 1, 5, 20, 50, 100 y 200 términos. Considere las

funciones

a). f(x)=1
b). f(x)=x"
o). f(x)=1-x

d). f(x)=sen(2x)
e). f(x)=sen(27x)

Péagina 168



Capitulo III: Problemas propuestos Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

Problema 3
Utilice las funciones propias encontradas en los problemas de Sturm-Liouville del ejercicio

1, para expandir las funciones f(x,y) dadas mas abajo, de tal manera que
[ =2 C,(»)y,()
n=0

i). Encuentre los coeficientes C, ().

i1). Compare graficamente la funcion dada con los valores obtenidos de la expansion
parael casoen que a=0y b=1;use 1, 5, 20, 50, 100 y 200 términos. Considere las
funciones

a). f(x)=1+y

b). f(x)=y+x*

¢). f(x)=sen(2xy)

d). f(x)=y’sen(27x)

Problema 4

Demuestre que el problema homogéneo dado por la ecuacion diferencial
d 4)’ 2
7—ﬁ y=0, O<x<l

Sujeta a las condiciones de frontera

y(0)=y1)=0

y'(0)=y'1)=0

da como resultado una funcion propia y, . Encuentre la funcidn propia, los valores propios

y la condicion de ortogonalidad.

Problema 5
Resuelva el siguiente problema de valor en la frontera

Ecuacidn diferencial:

*’T 0°T 0<x</
~+—=0, en (1)
dx~ dy 0<y</
Condiciones de frontera:
Enx=0,T=T, (2)
Enx=€,—ka—T:h(T—T0) (3)
dx
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Eny=0,T=T, 4)
Eny=/(T=T, (5)

Problema 6
Resuelva el siguiente problema de valor en la frontera

Ecuacidn diferencial:

0’T 0T 0<x</
~+—=0, en (1)

ox* dy 0<y</

Condiciones de frontera:
Enx=0,T=T, (2)
Enx=€,—ka—T:h(T—Tl) 3)
dx

Eny=0,T=T, 4)
Eny=/(T=T, (5)

Problema 7
Resuelva el siguiente problema adimensional que describe la conduccion de calor
tridimensional

Ecuacion diferencial:

0’ 9’ 9’ =X=l
T 4= =0,en0<Y<R (1)
dX° 0dY° dZ
0<zZ<P
Condiciones de frontera:
EnX=0,u=0 (2)
EnX=Lu=0 3)
EnY=0u=¢ 4)
EnY=Ru=¢, (5)
Enz=-02% ¢ (6)
207
Enz=p2% 0 (7)
0Z
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Defina claramente los valores propios, y evalie las constantes de integracion ( No las

deje expresadas en términos de integrales, evalaelas ).

Problema 8

El siguiente problema de valor en la frontera es un modelo para una particula catalitica con
seccion transversal cuadrada y reaccion irreversible de primer orden. El modulo de Thiele
se representa con ¢ .

Ecuacién diferencial:

2 2
§X€+3Y€:¢z G en (())SS)Y(SSII )
Condiciones de frontera:
EnX=1C=1 )
EnX=0,C=1 3)
EnY=1C=1 4)
EnY=0,C=1 )

Resuelva el problema por el método de separacion de variables.

Problema 9

Escriba programas en FORTRAN para evaluar las soluciones obtenidas para los problemas
5,6,7y8.

Problema 10

Resuelva el siguiente problema

3—5:8827%+X(1—X) (1)
en X=0 u=0 (2)
en X=1 u=1 3)
cuandoz=0 u=0 4)

Obtenga expresiones explicitas para los coeficientes en las expansiones.
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Problema 11
Resuelva el problema anterior, pero reemplazando la condicién de frontera dada por la ec.

(2) de tal manera que se tenga

enX=0 u = (2)
I+7
Problema 12
Resuelva el siguiente problema
2 2
du_du,ou n
or JdX° 0dY
enx=0 2% _ )
0X
enX=1 u=0 3)
enY=0 u=1 4)
enY=1 u=0 (%)
cuando7=0 u=0 (6)

Obtenga expresiones explicitas para los coeficientes en las expansiones.

Problema 13

Resuelva el problema definido por las mismas condiciones de frontera e inicial del anterior,

pero ahora con la ecuacion diferencial no homogénea

du du 9
a—Z:a—;z+#+X(1—X)+Y(1—Y) ey

Problema 14

Resuelva el siguiente problema

du Ju
Eyaie (1)
ot 0X
Sujeto a las siguientes condiciones de frontera
ou
EnX=0 —=Bi(u-1 2
0X ( ) @)
ou ,
EnX=1 ———=Biu 3)
0X
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y a la condicion inicial

cuando 7=0 u=1 (4)

Problema 15

Resuelva el siguiente problema

ou _ o*u

9r 90X’ M
En X =0 g—;=Bi0(u—(,/)1(T)) @)
EnX =1 —g—;:Bil(u—g/ﬁz(r)) (3)

Note que el problema toma la forma del problema del texto bajo ciertas condiciones
(cudles?

Problema 16

Escriba programas en FORTRAN para evaluar las soluciones obtenidas para los problemas
10 a 15.

Problema 17

Este problema esta relacionado con la prediccion de la distribucion de la onda de presion
que se genera en el liquido de densidad p que circula por un tubo de seccidon uniforme y
que se encuentra antes de la valvula que stibitamente se cierra. Un modelo que describe el
frente de presion p(x,t) que viaja a la velocidad ¢ en una seccion de tubo xe[0,L] esta
dado por la siguiente ecuacion diferencial de onda (Ref Jenson and Jeffreys pag. 562)

?’p ,dp 0<x<L

arr  ox*’ 120
Sujeta a las condiciones de frontera e inicial siguientes

En x=0 p=p, para t=0

En x=L a—p:O, para =0
ox

Cuando =0 p=p,, para 0<x<L
Cuando t=L/c aa—p:O, para 0<x<L
t

Utilizando el método de separacion de variables encuentre la distribucion de la onda de

presion. Dé una explicacion fisica de las condiciones de frontera y temporales.
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Problema 18
Con el propdsito de explorar los alcances del método de expansion por series, resuelva por
ese método los siguiente problemas
dJ>
a) —J; —-d%*y=0
dx

Sujeta a las siguientes condiciones de frontera
En x=0 y=y,
En x=1 y=y

d*y

b Z 2 _d?y=G(x
) T2 y=G(x)

Sujeta a las siguientes condiciones de frontera
En x=0 y=y,

En x=1 ﬂ=q

X

En estos problemas ®*, y,, y, y ¢ representan constantes.

Problema 19
Con el método de expansion en series, resuelva el problema dado por
Ecuacion diferencial:

’U 9*U 0<X<l1
~+——=0, en (1)

X 0Y 0<Y<l

Condiciones de frontera:
EnX=0,U=0 2
EnX=1,—a—U:BiU 3)
0X

Eny=0,U=¢ 4)
EnY=1U=1 Q)

Problema 20
Con el método de expansion en series, resuelva el problema dado por

Ecuacion diferencial:

<X<
——=0, en (1)
<Y<l
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Condiciones de frontera:

EnX=0,U=1 (2)
EnX=1U=0 (3)
EnY=0,U=1 4)
EnY=1LU=0 (5)

Problema 21

Resuelve el siguiente problema de conduccién de calor

Ecuacion diferencial

u  u 0<X<I
~+—— =0 para
X" 0dY 0<Y<r

Condiciones de frontera
En X=0 wu=0, para 0<Y<r

En X=1 wu=1, para 0<Y<r

En Y=0 g—;:NBi(u—Hl(X)), para 0< X <1
En Y=r —g—;:NBi(u—HZ(X)), para 0< X <1

Problema 22
Resuelve el siguiente problema de conducciéon de calor con una fuente de generacion
uniforme y constante S. (Sugiero usar las ideas mostradas en la solucién del estado

estacionario del ejemplo en la pagina 142)

Ecuacion diferencial

u du 0<Xx<l1
——+— =S8 para
0X° dY 0<Y<r
Condiciones de frontera
du
En X=0 a—XzNBi(u—Gl(Y)), para 0<Y<r
du
En X=1 —a—XzNBi(u—Gz(Y)), para 0<Y<r

En Y=0 u=0, para 0<X<I
En Y=r u=1, para 0<X<1
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Problema 23
Resuelve el siguiente problema que describe el movimiento desde el reposo de un fluido
Newtoniano en un conducto rectangular de seccion H xW en donde se desprecian los

efectos en la direccion y ,ya que W >> H

Ecuacion diferencial adimensional
oU. U

= z 4+ ara —1< X <+1 1

57 ox ¢ p (D

Condiciones de frontera

En X=#1 U, =sin(wr), para 720 ()
Cuando 7=0 U, =0, para —-1<X <+l 3)
Se ha usado
xX=—" U -=-"-
-H )

En donde (u)°) es la velocidad promedio al estado estacionario cuando las paredes en
X =21 se mantienen inméviles y @ es una constante que indica que tan rapido oscilan las
paredes superior e inferior.

En la ecuacién diferencial ¢ es el término de caida de presion adimensional, y permanece

constante.
Problema 24
Resuelve el problema dado por la ecuacion diferencial siguiente
ou 0’u
== > para O0<y<H 1
Pa M P Y (1)
Y sujeta a las condiciones de frontera
En y=0 u =V[1—exp(—0{t)], para t>0 (2)
En y=H wu =0, para t=0 3)
Cuando 7=0 u =0, para 0<Y<H 4)

Antes de proceder al la solucion escribe la version adimensional usando las variables
u
v=2 U =% r=9
H Vv
La ecuaciones (1)-(4) describen el movimiento, desde el reposo, de un fluido Newtoniano
entre dos placas paralelas separadas una distancia H . El movimiento del fluido se debe a

que mientras la placa inferior se mantiene en reposo la placa superior se mueve a partir del

instante # =0 hasta alcanzar la velocidad constante /' de acuerdo a la expresion mostrada
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arriba. Se recuerda que la densidad p, la viscosidad x4 y « son constantes. ;Qué

unidades debe tener & para que haya consistencia dimensional?

Problema 25
Utilice el método de separacioén de variables o alguna de sus variaciones para resolver el

problema dado por la ecuacion diferencial de cuarto orden

o'y o'y 0<X<l
+ =—w(X,Y 1
ox* ovr* (X.T) para 0<Y<l W)
Y que esté sujeta a las condiciones de frontera
w(o.r)=0, ¥ 0<Y<I 2)
X,
w(Ly)=0, ¥ o, 0<Y<l (3)
dX|,
w(X,0)=0, Wl o, 0< X <1 (4)
aY|,_,
Iy
w(X,1)=0, = =0, 0<X <1 (5)
Y|,

Considere inicialmente que @(X,Y) puede ser cualquier funcion, y después obtenga las

constantes en la expansion en series para el caso en que @(X,Y)=X>+Y>.

Problema 26
El problema general de difusion con una fuente no homogénea esta definido por la

ecuacion diferencial parabdlica

a—U=V2U—d)(r,z') en Q
0T

sujeta a las condiciones de frontera
En I' -n-VU=Bi|U-U_(r,7)]
e inicial
Cuando 7=0 U=F(r)
En donde el numero de Biot, Bi es constante y ®(r,7), U_(r,7) y F(r) son funciones

arbitrarias conocidas.

a) Escriba la forma que toma el problema en una region de dimensiones 1xbxc.
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b) Resuelva el problema usando expansion en series de funciones ortogonales. No
desarrolle los detalles, solo resuelva el problema en forma simbolica definiendo los
problemas de Sturm-Liouville involucrados.

c¢) Encuentre todos los detalles posibles de la solucion.

Problema 27

En algunas ocasiones el flux difusivo de masa o energia no es correctamente representado
por la ley de Fick o Fourier y entonces debe incluirse un término de retraso con un tiempo
de relajacion ¢., como hace la ecuacion de Cattaneo para el transporte difusivo de la
substancia 4

tai_k

r

J,=-DNC,

Esta junto con la ecuacion de conservacion apropiada de la substancia 4 nos dara la

ecuacion diferencial que gobierna la concentraciéon de 4, C,. Cuando no hay reaccion
quimica homogénea la ecuacion de conservacion es

0C,

ot

:_V'JA

a) Demuestre que para el caso unidimensional la ecuacion de conservacion toma la forma
0°C, aC, 0°C,
t,—+—"—=D,—;
ot dt 0x

b) Resuelva el problema por separacion de variables o alguna de sus variaciones sujeta a las
siguientes condiciones de frontera e iniciales

90C, _
x

En x=0 0

En x=¢ C,=C,
Cuando t=0 C,=0

0C,
ot

Cuando =0 0

¢) Compare los resultados con los obtenidos para difusion puramente Fickiana.

Problema 28

Resuelva el problema anterior reemplazando la condicion de frontera en x = ¢ por

a) En x=0 C,=C,(t)
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b) Cuando =0 C,=F(x)

Problea 29

Considere una situacion similar a la descrita en el problema 27, pero ahora debe incluirse 1
existencia de reaccién quimica homogénea de tal manera que la ecuacioén de conservacion
es

ey ke,
a) Demuestre que para el caso unidimensional la ecuacidon de conservacion toma la forma
0°C, oC 0°C
t +(t,+1)—4L=D,—2-kC
o T )T D E

b) Resuelva el problema por separacion de variables o alguna de sus variaciones sujeta a las
condiciones de frontera e iniciales dadas en el problema 27.

c¢) Compare los resultados con los obtenidos para difusion y reaccion puramente Fickiana.

Problema 30
Deseamos considerar el caso en que la ecuacion gobernante es la de difusion pasiva
0°C, LG _p 0°C,
9 ot ' ax?

Las condiciones de frontera en inicial son casi las mismas que las dadas en el problema 27.
pero en este caso en x =0, la condicion de no flujo es reemplazada por la correspondiente
a una reaccion heterogénea de primer orden dada por

a) Demuestre que para este caso la condicion de frontera anterior toma la forma siguiente

aC, aC,
X

En x=0 D, 4=tk =41k C,

b) Resuelva el problema por separacion de variables o alguna de sus variaciones.

Problema 31

Resuelva el problema 27 reemplazando la condicion de frontera en x = ¢, por la mostrada a
continuacion

En x=( -n-J,=k(C,-C,.)

En donde C,_ y k son constantes conocidas.
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Problema 31

Este problema ilustra que los conceptos de problema de Sturm-Liouville, funcién propia,
valores propios y ortogonalidad no estan restringidos a problemas en dominios con
coeficients constantes. En el problema siguiente se considera la difusion en un sistema de
capa dos capas con propiedades de transporte diferente. El problema esta definido por las

dos siguientes ecuaciones diferenciales

oU,, 0°Uy,
Py = oy for 0<X <X, (1)
oU 0’U
a:) :}/(2)7(22), for X, <X<I 2)
Sujetas a las condiciones de frontera:
aU,
En X =0 + 3 :ao(U(l)—U(l)w),para >0 )
U,
En X =1 A N(U(z)—U(z)m), para 7>0 4)
En X = X, Uy =U, para 7>0 (5)
U, oU,
En X = X, - a;):—ﬂla;),parar>0 (6)
Y a las condiciones iniciales:
Cuando 7=0
Uy =F,(X) para 0<X <X, (7)
Uy =F,(X) para X, <X<I (8)

Se desea encontrar los perfiles de concentracion U,,, (X,7) y U, (X,7). Notese que 7,,,,
a,, a, y B, son constantes. La solucion debe consierar los dos casos siguientes:

a) Las temperaturas U ,,., y U,,.. permanecen constantes.

b) Las temperaturas U, ., y U,,,.. son funciones arbitrarias del tiempo.
La solucion del problema debe incluir la justificacion del modelo a partir de las ecuaciones
dimensionales. Ademas deben identificarse claramente el problema de Sturm-Liouville, las
funciones propias, los valores propios y la condicion de ortogonalidad. El problema ha sido
resuleto en detalle y esta reportado en los dos trabajos siguientes Sales Cruz et al (2001) y
Sales Cruz(2001).
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IV. Solucion de ecuaciones diferenciales en coordenadas cilindricas y esféricas

0. Algunos comentarios sobre el material incluido en este capitulo

En este capitulo se extiende el uso del método de separacion de variables a la solucion de
problemas con ecuaciones diferenciales parciales en sistemas de coordenadas cilindricas y
a problemas representados en sistemas de coordenadas esféricas. Para los problemas en
coordenadas cilindricas y algunos en esféricas es entonces necesario resolver la ecuacion
diferencial de Bessel y esto nos lleva a la revision del método de Frobenius para la solucion
de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con coeficientes variables.

Es necesario y revisar también las propiedades de las funciones de Bessel, esto implica
identidades, formulas de derivacion e integracion. Se revisan ademas la solucion de algunos
problemas de difusion en geometrias cilindricas. Por su directa relacion a algunos
problemas en coordenadas esféricas se reporta la solucién de una ecuacion diferencial de
segundo orden cuya soluciéon contiene funciones Bessel.

Finalmente se utiliza el método de Frobenius para resolver la ecuacion de Laplace en
coordenadas esféricas en donde la solucion depende de las tres coordenadas. Esto llevara al
estudio de los polinomios de Legendre.

Se insistira a lo largo de los ejemplos presentados que las bases de la solucion de los
problemas en estos sistemas de coordenadas ya fueron revisadas en el Capitulo III y que en
realidad lo tunico novedoso es el tener que recurrir a las nuevas presentaciones de
problemas de Sturm-Liouville, en particular el que contiene funciones de Bessel y en el que
se generan polinomios de Legendre.

Se sugieren mas de 40 problemas, algunos de ellos son muy laboriosos, pero deberia al
menos explorarse la aplicacion de los conceptos presentados para la solucion de ellos.
Trabajando en la solucion los problemas 37 a 40 se podra revisar un método aproximado

para la solucion de problemas de difusion y reaccion con cinéticas no lineales.

Sobre las referencias

El estudio del método de solucion de los problemas presentados en este capitulo puede ser
profundizado en los textos de Arfken [1], Greenberg [4] y Hildebrand [5]. Si se desea
conocer mas sobre el comportamiento de las funciones Bessel y los polinomios de

Legendre un texto recomendable es el de Levedev [7].
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1. El método de Frobenius para la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de

segundo orden con coeficientes variables.

Las funciones Bessel surgen generalmente en la solucion de problemas de valor en la
frontera en coordenadas cilindricas, mientras que en algunos casos en coordenadas
esféricas se encuentran polinomios de Legendre. Estos dos tipos de funciones se generan en
la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias por expansion en series, esta forma de
solucion se conoce como método de Frobenius. La ecuacion diferencial lineal de segundo
orden es

Y+ P(x)y'+0(x) y=0 (1.1
La ecuacion es homogénea y ordinaria, y se buscaran para ella soluciones de la siguiente

y(x)= Z 4,(x=a) (x—a)’ (1.2)

en donde n y r son constantes. Cuando »= 0, la ec. (1.2) es la expansion de y(x) en

forma

series de Taylor
(x) = y(a) +¥'(a) (x—a>+;y"(a) (x—a)’ +§y‘”(a) (x—a)'+.. (13)

El analisis depende en gran parte del comportamiento que tengan P(x) y O(x) en la
vecindad del punto que se usara para hacer la expansion en series. En otras palabras es
necesario determinar en qué puntos la solucion es valida, para ello debemos considerar lo
siguiente:

a) Se dice que las funciones son analiticas en x=a, si P(x) y O(x) se pueden expandir
en series de Taylor en este punto. Si esto es cierto x =a es un punto ordinario, de otra
manera es un punto singular. Cuando P(x) y O(x) son una relacion de polinomios, los
puntos singulares son las raices del denominador.

b) Si en x=a hay un punto singular pero (x—a)P(x) y (x—a)>Q(x) son analiticas,
entonces x =a es un punto singular regular. Si un punto singular no es regular, se dice que

es irregular.

Para proceder con el desarrollo del método de Frobenius es importante tener presentes las
siguientes consideraciones:

1. Si x =a esun punto ordinario entonces, la solucién de (1.1) es analitica asi que
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() = Z 4,(x—a)’

es adecuada.

2. En un punto singular, existe al menos una solucion de la forma

y(x)=(x~ a)rz 4,(x~a)

en donde 7 es una constante.

(1.4)

(1.5)

3. En un punto singular irregular no existen soluciones en términos de potencias de (x—a) .

Se desea encontrar soluciones expandidas alrededor de los puntos singulares, no en ellos,

de esta forma la funcion podra ser evaluada alrededor de las singularidades. Si x =a es un

punto singular regular es conveniente trasladar ahi el origen de un nuevo sistema de

coordenadas de tal forma que la singularidad se encontrard en x=0. Si este es el caso

x P(x) y x> O(x) son analiticas y pueden expandirse en series de Taylor alrededor de

x=0,0sea

x P(x)=B,+B, x+ B, x’+...
x* 0(x)=C +C, x+C, x*+...

La ecuacion (1.1) se puede escribir como

Xy +x P(x) y'+x O(x) y=0

Ahora considérese una solucion de la forma

oo

y=x" E A4, x"

n=0

Cuyas derivadas son

oo

y'= E A (n+r)x""

n=0

oo

y'= E A, (n+r)(n+r-1)x""7?

n=0

La substitucion de (1.9 a (1.11) en (1.8) da

oo

ZAn (n+r)(n+r—1)x""

n=0

(1.6)
(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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oo

+ E A, (n+r) (B, + Bx+B,x*+..)x""

n=0

=

+Z A4, (Cy+ Cx+Cx*+..)x"" =0 (1.12)
n=0
que puede reescribirse como
{AO r(r=1)+A4,r B, + 4, Co}x’ +
{4 7 G+D)+4, (r+1) By+ 4, C,]+ 4y r B+ 4, C,} x"*' +
{{4, " +2) (r+ D+ 4, (r+2) B, + 4, C,]
[4, (r+1) B+ 4, C+[4, 7 B,+ 4, G} x 7 +..=0 (1.13)
Como x", es linealmente independiente del resto de las otras potencias de x los

coeficientes en la anterior sumatoria deben satisfacer las siguientes expresiones

A [r(r=1)+rB,+C)]=0 (1.14)
Al rr+)+@+) B+ Cl+4,[r B +C]=0 (1.15)
A, [ (r+2) (r+)+(r+2) By+ C)]
+A4, [(r+1) B +C ]+ 4,[rB,+C,]=0 (1.16)
Notese que 4, # 0, porque de otra forma 4,, 4,,...=0, asi que
r(r=1)+rB,+C,=0 (1.17)

Esta es la ecuacion indicial, sus raices son los exponentes que se usaran en la solucion en
series para la ecuacion diferencial ordinaria. Hay una solucion para cada raiz r, y r,. El
resto de las ecuaciones relacionan 4, a A4,, A, a A4,, etc., estas se llaman formulas de
recurrencia.
Si 1, =r,, se obtiene solo una de las soluciones.
si 1, —r, # entero, se obtienen dos soluciones y,(x) y y,(x).
si r, —r, = entero, la raiz mas grande dard una solucion y la raiz pequefia "puede"
dar otra solucion.
Si se escribe la ecuacion indicial como
f)=r(r-)+rB,+C,=0 (1.18)
Entonces las formulas de recurrencia son
Af(r+1)=-4, g
4, f(r+2)=-4,2-4, 8
Notese que si k& es un entero puede obtenerse f(r+k) =0,y entonces 4, no podra ser

evaluada. Esto lo veremos en detalle a continuacion
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Andalisis de cuantas soluciones son posibles una vez encontradas 1,y r,.
Escribiendo -
fr)y=r(r-)+rB,+C,=0
6 en términos de 1 y n que son las raices de  f(r)
S =(r=n)r-n)
Por lo tanto
fr+k)=(r+k-n)r+k-r)
y fi+k)=k(k+r—-r)
Stk =k(k+r-n)
Si r,—r, >0 lafuncion f(r, +k)= 0 cuando k =—(r, —r,) . Por lo tanto cuando » —r, =k
(entero positivo solo la solucidon correspondiente a la raiz mayor 7 estd garantizada. Sin
embargo, una vez la raiz 7; se ha encontrado es posible obtener la segunda solucion por el
método de variacion de parametros. Un ejemplo es la solucion de la ecuacion de Bessel que
se revisara a continuacion.
En esta seccion hemos delineado el desarrollo del método de Frobenius para una ecuacion
general en donde x P(x) y x>QO(x) pueden ser expandidos en series de Taylor. Debe
quedar claro que la solucion depende de la forma que tengan los coeficientes de tales
términos. Esto lo veremos claramente en la siguiente seccion al tratar el caso de la ecuacion
diferencial de Bessel. Debemos puntualizar que aunque el método de Frobenius pueda no

ser necesario, también dara los resultados conocidos para ecuaciones tales como

2
A4 Ay =0
d2
y ?J;z_/lzyz =0

Se sugiere proceder a encontrar la solucién de ambas ecuaciones utilizando el método de
Frobenius para demostrar que
»,(x) = Asen(A x)+ B cos(4 x)

¥,(x) = A'senh(A x) + B' cosh(4 x)
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2. La ecuacion de Bessel

Considérese la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas

EoE\"0E) 077 & oo

Cuando se resuelve por separacion de variables se propone
u="F()G(Z)0(0)

Con la substitucion de la ec. (2.1) en la (2.2) se encuentra

10 (égau} u 1 8214:0

11d°0_ 14d°G _

y posteriormente

Lod (dF) 2, _ 1d°6_
—5—(§—j+/1§ = 5

FodE\®ae

De esta se obtiene

d¢g

2

dg

° é:zdfz d&

Utilizando la nomenclatura F = y(x) y £ =x, la ec. (2.6) toma la forma

X y"(x) +xp'(x)+ (A°x* =vH) p(x) =0

Ahora se introduce el cambio de variable
t=Ax

y con ella la ec. (2.6) toma la forma siguiente

ey (O)+ty O+ =v?) p(1)=0

<)
T E g £ ‘{":_ t=oa 2 - A 2
FEAE\"dE) £204do GdZ

fd—(fd—Fj+(/12§2—v2)F=o

il +§d—F+(/12§2—v2)F:0

2.1)

2.2)

2.3)

2.4)

2.5)

(2.6)

(2.6)

2.7)

(2.8)

Esta se denomina la ecuacion de Bessel de orden v, y sus soluciones se conocen como

funciones Bessel, también de orden v . Para encontrarlas por el método de Frobenius, la ec.

(2.8) se rearregla a la forma
2

w1 ' —v
y'(O)+-y'(O)+—7
t t
Aqui podemos identificar
1 -
P(t)=; o= e

Notese que ¢ =0 es un punto singular. Sin embargo

y(#)=0

2.9)

(2.10)
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tP(t) =1 @.11)

y 0=t -V (2.12)
son analiticas, por lo tanto ¢ =0 es un punto singular regular. Por ello se puede utilizar el

método de Frobenius para resolver la ec. (2.9). Se propone

y)=Y a,t" (2.13)
n=0
De esta se pueden obtener las derivadas
Y=Y, (n+ra, """ (2.14)
n=0
y y'(0)=) (n+r)(n+r-lya,t"" (2.15)
n=0

La substitucion de las ecs. (2.13)-(2.15) en la ec. (2.9) da:

Z (n+ry(n+r-1)a,t""
n=0

+ (n+r)a, "+ a, "=y a, 1" =0 (2.16)
n=0 n=0 n=0
El cambio de indice dado por n = p+2 transforma la ec. (2.16) a
Y a,,[(pHr+2)(pHr+D+(p+r+2)=v |17 4Y a1 =0 2.17)
p=-2 p=0

Esta puede escribirse ahora como

ao[r(r—1)+r—vz] t"+a, [(r+1)r+(r+1)—v2] t

+i {a,.[(p+r+27 v ]+a,} 177 =0 (2.18)
p=0

Igualando el primer coeficiente a cero se encuentra

P =vi=0 (2.19)
que es conocida como la ecuacién indicial. Las dos raices de ella son r,=v y r, =—Vv. Por
lo tanto, como se analizo en la seccion anterior, si v es entero, 6 divisible entre dos se
pueden esperar problemas para encontrar una segunda solucién de la forma de la ec. (2.13)
porque 7, —r, =2V . También si v =0 se encontrard solo una solucion por este método.
Pero de cualquier manera se tiene la raiz 7 =V que es la mayor y permitird encontrar una
de las soluciones.

Asi que tomando 7, =v y substituyéndola en el segundo término de la ec. (2.18) se obtiene
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a [(r+1)2 —V2]=0
a[2v+1]=0
y a,,[(p+r+27-v*]+a,=0 (2.20)

que es valida para cualquier valor de v, y por lo tanto @, =0. A continuacion se encuentra
desde la ec. (2.20) y haciendo r=v

a

ap+2=—m, p=0 (2.21)
ousando n=p+2
" (n +C;1)_22—v2 — nzc-l:_Zznv — n(:}:221/) 222)
Ahora usando esta ecuacion se obtiene
a,=0
gome G a, _ a,
¢ 4(4+2v) 2-4(2+2v)(4+2v) 2-2(1+v)(2+V)
a;=0
a=—— - %o
©6(6+2v)  2°-6(1+v)(2+v)(3+V)
a,=0
g% a,
To8(8+2v) 2 24(14v)(24v)(3+v)(4+V)
Yom = m -(m!)(v+1(n)1()viom—l)...(v+l) e
Notese que todos los coeficientes con subindice non son cero, esto porque @, =0.
Asi que una de las soluciones es
n=a,5 o e (2.24)

2 2 (m)(v4m)(vem—1)._(v+1)
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Ademas
(v+m)l=(v+m)(v+m—1)...(v+1)v! (2.25)
y por lo tanto la ec. (2.24) es
(t)=a 2vi M(i)mm (2.26)
’ 0 o m!(v+m)! 2 '

Para propositos de tabulacion 2" v! se incorpora en la constante @, y entonces la sumatoria

se denomina J,(¢) que es la funcion Bessel de primera clase de orden v':

sn=y & (i) " (2.27)

m=0 V+m) 2

Estas funciones son finitas, y de naturaleza oscilatoria con amortiguamiento. Estas

caracteristicas se muestran para las funciones J,(x),J,(x) y J,(x)en la figura siguiente:

/J(x)

~

0.5 \ """"""""""" J(X)J(x) """""""""""" T

Figura 1. Funciones de Bessel de primera clase de cero, primer y segundo orden.

El problema ahora es encontrar la segunda solucion para la ec. (2.9). Con este objetivo

hacemos ahora v=-v en la formula de recurrencia dada por ec. (2.22)

a =——22 >0 (2.28)
n (n - 21/)
Ahora usando esta ecuacion se obtiene
a, .
a,=———>——, problema si v=1 2.29
2 2 (2 _ 2V) p ( )

Pagina 190



Capitulo IV: Ecuaciones de coeficientes variables Octubre de 2005

J.A. Ochoa Tapia

q
a,=—— =0, porquea, =0
3 3(3—21/) porq 1
a, .
a,=———-—=——, problema si v=2
o4(4-2v) P
as=0
a, .
a, =———>——, problemasi v=3
©6(6+2v) P

(2.30)

2.31)

(2.32)

(2.33)

Por lo tanto no hay soluciones de la forma (2.13) si r=-entero. Pero las hay si

r =—fraccion ; por ejemplo v=1/2,3/2,5/2 etc.
Las ecuaciones (2.29) a (2.33) implican

4

T T (1) (2-v) (3-v)

4

YT 2a(1-v) (2-v) (3-v)(4-v)

Entonces la solucion es

0eE, ()

o m'm v

(2.34)

Y noétese que no es finita cuando 7#— (0. Esta ecuacion se pudo haber obtenido

directamente desde la ec. (2.27) reemplazando v por —V.

De las ecuaciones (2.27) y ((2.36) se puede demostrar que

2
J,, ()= Esen(t)

2
J ()= Ecos(t)

(2.35)

(2.36)

Notese que debido a (2.34) la ec. (2.36) no esta definida en ¢ = 0. Con mucho mas esfuerzo

se puede generalizar que

2n+1

n+l/2( )—— n- 1/2(t) 3/2(t)

(2.37)
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Esta tltima es util para, usando las ecs. (2.35) y (2.36), encontrar las funciones Bessel de
orden v=3/2,5/2,7/2, ,... etc. Se puede pensar que J,(¢) y J_,(¢) son lo andlogos a
sen(¢) y cos(z) para el caso de coordenadas cilindricas. Las J,() son funciones
oscilatorias y finitas en ¢ =0 (Como se mostr6 en la Figura 1 y se muestra en la Figura 2a).
Las J_,(t), cuando existen, son también oscilatorias pero no estan definidas en ¢=0
(Figura 2b). Las Figuras 1 y 2 muestran, que cuando el argumento crece la amplitud de
todas las funciones Bessel J,(¢) se amortigua y tiende a cero en el caso de orden

fraccionario.

Ve

0,5

12 (z) J;z (‘)

‘}5!2 (l)

¢
N ;

0,5

Figura 2b. Funciones de Bessel de primera clase de orden J_,, (1), J_3, (¢)y J_5,, (¢)-
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3. Solucion de la ecuacion de Bessel para el caso en que 7, =7, =0 6 r, =—entero.

En la seccién anterior se encontrd para la ecuacion

d’y dy 2 2
P —tt——+(’=v?)y=0 3.1
PR ( )y 3.1
la siguiente solucion

»=J,0) (3.2)

para 7 =v. Ahora se obtendra la segunda soluciéon por el método de variacion de

parametros. Supongase que

»()=A0)J, ) (3-3)
»'O=A40)J, O+ D), (34)
»'"O=40)J,"O)+ A0 J, )+ A0 J, O+ A4"0)J, () (3-5)

la substitucion de (3.3), (3.4) y (3.5)en (3.1) da

A, +204'T, 40 AT, "+t AT, +t A'J, + A(£ =v*)J, =0 (3.6)
que se puede escribir como

PAN, 42040, A, + AL, 0, (=), | =0
y, como J, satisface la ecuacion (3.1), se simplifica a la siguiente

£+, + (6 -v?) ], =0

t A"J, +2t A'J,'+A4A'J, =0 (3.7
Introduciendo la definicion p)y=4' (3.9)
la ec. (3.7) se puede escribir como
tc;—];J‘,+2thV "t pJ, =0 (3.9)
Ademas
d(pJ;
zmztd—pjf+2thV'Jv (3.92)
dt dt
Ahora se puede multiplicar la ec. (3.9) por J, y usar la ec. (3.9a) para obtener
d (p J? )
t——"L+pJ=0 3.10
PPl (3.10)
d
0 —(tpJ2)=0 3.11
AtpJ) (3.11)
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Que se puede integrar para obtener

tpJ. =a,
Introduciendo la definicion de p(¢) dada por la ec. (3.8) se obtiene
dA  a,
—=—0 3.12
dt tJ! (3-12)
y de esta
a
A(t) = 0 3.13
()Itxm (3.13)
que al substituirse en la ec. (3.3) da como resultado
a
Y, () =J, (1) 3 (3.14)
’ jgﬁ@)
Ademas de la ec. (2.27) se sabe que
J()=1"Y a,r" (3.15)
m=0
La substitucion de la ec. (3.15) en la (3.14) da
-2
e wav
n=0

Se puede demostrar usando expansion en series de Taylor o por division directa que la ec.

(3.16) toma la forma

50=1,0 Flare )

6 »(O)=J,Ont+rv d, 1" (3.17)
m=0

Este resultado se puede generalizar para encontrar a partir de una solucién y,(¢), obtenida
por el método de Frobenius con la raiz 7, la segunda solucion y,(¢) correspondiente a la

raiz », y de la forma
y () =y (OInt+"> ¢, 1" (3.18)
n=0

Esta ecuacion se ha escrito suponiendo que #=0 es el punto singular regular. Los
coeficientes ¢, se encuentran por substitucion de la ec. (3.18) en la ec. diferencial ordinaria
[ec. (3.1)] para encontrar una formula de recurrencia. Cuando v = 0, 1, 2, 3,...0 la
segunda solucion y,(¢) se denomina la funcion Bessel de segunda clase de orden v con la

nomenclatura Y, (¢). Todas las funciones Y, (¢) son infinitas en # =0.
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Ahora podemos establecer que la solucion de la ec. (3.1) es
y)y=CJ, (t)+C,J_,(t), para v #entero (3.19)

y(t)=C, J,(t)+C,Y,(t), parav=0,1,23,.... (3.20)

Las J,(t) y las Y,(¢) son oscilatorias para todo ¢. Sin embargo las J,(¢) son finitas en
todo el dominio y las Y, (), como las J,(f) con v #entero, tienden a infinito cuando

t — 0. Esto se ejemplifica para J, y Y, en la siguiente figura.
L5 } } }

17

0 5 10 15 20

Figura 3. Funciones Bessel de primera y segunda clase de orden cero.
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4. Funciones modificadas de Bessel
Hay otras ecuaciones diferenciales que tienen soluciones relacionadas a las funciones
Bessel. Por ejemplo las soluciones soluciones de la siguiente ecuacion diferencial con

coeficientes variables, que es muy parecida a la de Bessel,
£y +ty O -(£+v7 )y =0 4.1

y que por ello se conoce como la ecuacion modificada de Bessel.

Realizando el siguiente cambio de variable
it=u endonde i=+-1 4.2)

Por lo que las derivadas en términos de t son
_dyd _dydu_.dy

' = =i— 4.3
YW didu dudi 'du 4-3)

2
yr=dfydr|_dud( dy)_ dy (4.4)

dt du dt du du du

Con estas la ec. (4.1) toma la siguiente forma
dy .,  dy

u’ +u—+u-v)yu)=0 4.5
IR ( ) y(u) (4.5)

Las soluciones se esta ecuacion son las mismas que la de la ec. (3.1). Por ello
yw)=CJ, (u)+C,J_,(u), para v # entero (4.6)
yw)=CJ,wu)+C, Y, (u), parav=0,1,23,.. 4.7
Se debe recordar que el argumento de estas funciones, en términos de la variable

independiente original, es imaginario y por ello se introducen las siguientes definiciones

relacionadas a las funciones de Bessel de 1ra. y 2da. Clase:

Funcion modificada de Bessel de 1ra. clase
I,t)y=i"J,(it) (4.8)

Funcidén modificada de Bessel de 2da. clase

K, =7 i""[J, () +iY, i) (49)

Las definiciones (4.8) y (4.9) permiten escribir la solucion de la ec. (4.1) en la forma
y@)=C1,t)+C,I_,(t), para v #entero (4.10)
y)=C1,(t)+C,K (¢t), parav=0,1,23,.. (4.11)
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Las funciones modificadas de Bessel son de caracter monoténico y no oscilatorio. Las
funciones K, (¢) y I_,(¢) tienden a infinito en # =0. En la siguiente figura se comparan las

funciones modificadas de Bessel de 1ra. y 2da. Clase:

Figura 4. Funciones modificadas de Bessel de 1ra. y 2da. clase de ler. y 2do. orden.

Algunas relaciones utiles de ellas son

Il/z(t)z\/%senh(t) (4.12)

I,,(t)= %cosh(t) (4.13)

2n-—1
In+1/2(t)=In—3/2(l)_T[n—l/2(t) (4-14)

Las funciones 7,(f) y K,(t) estan relacionadas a las J,(t) y Y,(¢) en forma similar a
como estan relacionados el senh(¢) y el cosh(¢) al cos(z) y sen(¢).

Algunos aspectos de la relacion entre las funciones J,(¢) y las Y, (#) quedaran mas claros
si se plantea la analogia entre las funciones trigonométricas y las hiperbolicas cuando a

partir de la ecuacion diferencial
EN 2y =0 (4.15)
Cuya solucion es

¥,(x) = Asen(A x)+ B cos(A x)
Con el cambio de variable A =+/~1 M1 =1iu seobtiene de la ec. (4.15)
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»,(x) = Asen(i 1 x)+ B cos(i i x)
Usando las identidades sen(i & x) =i senh(u x) y cos(i i x) = cosh(u x), se obtiene

»,(x) = Ai senh(u x)+ B cosh(u x)

o ¥,(x) = A"'senh(u x)+ B' cosh(u x)
Que sabemos es la solucion de

d’y

dx22 —quyz =0

Esta ecuacion diferencial también se puede obtener de la ec. (4.15) al realizar el cambio de
variable A =+/-1 u=1iu. Este procedimiento es analogo a lo realizado para obtener las
soluciones de la ecuacion modificada de Bessel a partir de las soluciones de la ecuacion de
Bessel, y el tipo de relacion que hay entre las funciones de Bessel y las modificadas es el

mismo que hay entre las funciones trigonométricas y las hiperbolicas.
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5. Ecuacion difererencial con soluciones que contienen funciones de Bessel

Sera util recordar que existe la siguiente ecuacion

x’ y"(x)+x(a+2bx")y’(x)+[c+dx2q +b(a+ p-1)x”’ +b2x2]’]y(x) =0

que tiene solucion de la forma
y(x)=x"e Z,(Ax")
En donde

Z,=C J,(Ax")+C,J_(Ax"), para v+ entero J>0
Z,=CJ,Ax")+C, Y, (Ax"), parav=0,1,23,...

Z,=C1,(Ax")+C, 1 ,(Ax"?), para v #entero
Z,=C1,(Ax")+C,K, (Ax"), parav=0,1,23,...

a=(1-a)/2
B=blp
A= |d|/q

V=ZL\/(1—a)2—4c
q

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
(5.6)

(5.7)

(5.8)

Estas relaciones permiten encontrar la solucion de un gran nimero de ecuaciones

diferenciales ordinarias. Los detalles de la deducciéon de la ecs. (5.2)-(5.8) pueden

encontrarse en el libro de Hildebrand (1976, pag. 152).

Un caso en el que las formulas anteriores son ttiles, es cuando se desea resolver ecuaciones

diferenciales parciales en coordenadas esféricas. Por ejemplo es posible transformar la

ecuacion diferencial

du_ 19 (fza_uJ

ar &ag” a¢
A la siguiente que aprendimos a resolver en el Capitulo I11
aw _ *w
ot 09¢&°
w(&,7)

En donde u(&,7)= :

(5.8).

. Esta transformacion es una consecuencia de las ecs. (5.1) a
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6. Ortogonalidad de las funciones Bessel

La ortogonalidad de las funciones Bessel se puede demostrar facilmente si se empieza con

2
xzd—J; 2 (=1 p(x) =0 (6.1)
dx dx
Dividendo entre x
Ly dy e
+(Ax—— 0 6.2
X ( )y(x) (6.2)
Y rearreglando a
d dy 2
+ ——+ﬂ x)y=0 6.3
dx{ dx} ( )y (6.3)
Recordando lo revisado sobre la teoria de Sturm-Liouville para la ecuacion
d
Tx { (x) y”} +[g(0)+4, w(x)] »,=0 (6.4)

con condiciones de frontera

a,y,(a)—a,y,(a)=0

by,(b)=b,y,(b)=0 (6.5)
Se demostrd que
jl w(x) v, (x) v, (x)dv =0, para n#m (6.6)
Comparando las ecuaciones (6.3) y (6.4)
w(x)=x p(x)=x
g(x)=—v*/x A =A°

Como consecuencia de esto las funciones de Bessel son ortogonales si se usa como funcion

de ponderacién w(x)=x. Asi
jbx y,(6,A4) v, (x,A,)dx=0, para n#m (6.8)

Y este resultado permitira evaluar los coeficientes de expansiones en términos de funciones
Bessel en un gran niumero de problemas.

Es importante darse cuenta que lo que se ha demostrado en esta seccion es que las
ecuaciones diferenciales de Bessel junto con condiciones de frontera homogéneas definen
problemas de Sturm-Liouville y por lo tanto las soluciones de ellos tienen las propiedades

de las funciones propias.
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Ejemplo 1
Considérese el siguiente problema en coordenadas cilindricas con referencia a la figura

siguiente:

u=0 para t>0

o e

Figura 5. Cilindro sélido que inicialmente se encuentra a la temperatura u =7 (£), y que a

partir del instante 7 =0 su superficie se mantiene a u =1.

Para las condiciones descritas en el titulo de la figura no hay dependencia axial ni angular,

por lo cual la conduccion de calor en el cilindro esta gobernada por la ecuacion diferencial

parcial
%zéaa_g(gg_g (E.11)
sujeta a las condiciones de frontera e inicial dadas por
u=0 en ¢&=1 (E.1.2)
u esfinitoen 0< £ (E.1.3)
Cuando 7=0 u=c7 (&) (E.1.4)

Este problema es de valor inicial, pues la ecuacion diferencial es parabdlica, aunque en
coordenadas cilindricas; por ello debemos preguntarnos si el problema satisface las
condiciones para ser resuelto por el método de separacion de variables. Aparentemente no,
pues solo se tiene una condicion de frontera, la cual es homogénea, la segunda condicion
no es de frontera solo establece que la solucion, como en cualquier problema fisico, debe
ser finito en todo el dominio de solucion. Este tipo de condicion, cuando el dominio incluye
£=0 en los sistemas de coordenadas cilindricas o esféricas, es equivalente a una

homogénea, ya que como veremos nos permite obtener una de las constantes de integracion

Pagina 201



Capitulo IV: Ejemplo 1 Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

del problema de Sturm-Liouville que se formara con la ecuacion diferencial de Bessel y la
condicion de frontera en la superficie. Esto quedara mas claro si se analiza la solucion del

problema en estado estacionario dado por

ozld_(gﬂj (E.1.5)
cdg\" dg
Sujeta a las condiciones de frontera dadas por
u, =0 en &=1 (E.1.6)

u, esfinitoen0<&<1 (E.1.7)

Al integrar la ec. (E.1.4) se obtiene
du
¢ 5 =G

Una integracion mas da u,=C/Iné+C, (E.1.8)

Notese que como ltin(}(ln f)%—oo lo que llevaria a tener un valor de la temperatura
adimensional sin sentido fisico, contradiciendo la condicion (E.1.6). Debe también notarse
que si C, #0 la derivada de u, no tiene sentido fisico en £=0. Por ello C,=0 y la
solucion serd la trivial u_ =0, pues el problema dado por las ecuaciones (E.1.4)-(E.1.6) es

homogéneo. En el problema dado por las ecs. (E.1.1)-(E.1.4) la ecuacion (E.1.3) se
comportard de manera similar a (E.1.7) en el problema de u, .

Una vez aceptando que la condicion establecida por la ec. (E.1.3) es equivalente a una
condicion de frontera homogénea se puede proceder a la solucion del problema por el
método de separacion de variables. Por ello se propone

u=F(&0O(r) (E.1.9)
La substitucion de esta en la ec. (E.1.1) nos permite encontrar

140 _ 5

-1 E.1.10
Odr ( )
11d dF
B B ol P P E.1.11
y F§d§(§d§] ( )
La solucion de (E.1.10) es
©=Ade " (E.1.12)

laec. (E.1.11) es la ecuacion de Bessel de orden cero
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EF'+EF+ A EF =0 (E.1.13)
La solucion de (E.1.9) es
F(&)=C J(AE+C, Y, (A (E.1.14)

Usando la ec. (E.1.3) se encuentra C, =0 porque ¥,(41&) —> o cuando £— 0. O sea

F(&)=C J, (1) (E.1.15)

Ahora usando la condicion de frontera homogénea dada por la ec. (E.1.2)

F()=0=J,(4,) paran=12,...c (E.1.16)

que es la condicion para los valores propios. Notese que las primeras seis raices de J;(A)

se pueden encontrar de forma aproximada de la Figura 1. Las funciones propias estan dadas

por
(9 =J,(4,9) (E.1.17)
Por lo que la solucion a (E.1.1) es de la forma
W& )= E C, e Jy(A,9) (E.118)
n=1
Usando la condicion inicial
T (&)=Y C, 14,9 (E.1.19)

n=1

Y ahora la propiedad de ortogonalidad de J,(4, &)

o LT ©Re 04

E.1.20
[, el 0 ag 0

Asi la solucion del problema se ha encontrado formalmente, aunque faltan todos los

detalles algebraicos para determinar C, .

A continuacion se muestran los resultados de la evaluacion de la solucion ec. (E.1.18) para
el caso en que la condicion inicial estda dada por ©7#(£)=1.0. Para su evaluacion fue

necesario realizar las dos integrales en la constante dada por la ec. (E.1.20) y se obtiene
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2

C,=——- (E.1.21)
2n JI (ﬂn)
Y por ello para este caso la temperatura esta dada por
u(én)=Yy Mexp(—ﬂjr) (E.1.18)

n=1 /1;1 J1 (ﬂ'n )

Algunas herramientas y artificios para facilitar la integracion se revisaran mas adelante en

este capitulo.

1.0
0.8 -
0.6

U(s,7)

0.4 -

0.2 1

0.0 1

Figura 6. Perfiles de temperatura en la barra solida para el caso en que o7 (£) =1.0, aqui se
utilizaron 30 términos de la serie.
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Ejemplo 2
Considérese ahora un problema similar al tratado en el ejemplo 1, pero esta vez la
condicién inicial tiene dependencia angular pues estd dada por <7 (£,0). Por ello la

ecuacion diferencial es

2
Ju_10 [ou), 10 u (E2.1)
ot &£d&\7d&) &£ 90
Sujeta a las condiciones de frontera e inicial
u=0 en &=1, para 7>0 (E2.2)
u esfinitoen 0< £<L1 (E.2.3)
Cuando 7=0 u=c7(&,0) (E.2.4)

Notese que las condiciones de frontera en la superficie y la restriccion fisica sobre la
solucion sugieren que en la direccion radial se encontrara un problema de Sturm-Liouville.
Ademas, debido a la naturaleza de la geometria se tendra que cumplir la siguiente
condicidn de periodicidad

u(&,0,7)=u(&,0+27,7)
u(&,0,1)=M(E,1)G(O)=M(E,7)G(0+27) (E.2.5)

Asi las condiciones periddicas de la contribucion angular hacen que el problema que
incluye la ecuacion diferencial parabdlica homogénea pueda en principio ser resuelto por el
método de separacion de variables. Esto porque es factible encontrar un problema de
Sturm-Liouville para cada una de las variables espaciales £y 4.

Se prosigue a buscar una solucion de la forma

u(&,0,7)=T(1)F($)G(O) (E.2.6)
La substitucion de la ec. (E.2.6) en (E.2.1) da

1dT 11d (,dF) 11d*G
—_— —_— +———=—/7,2 E2.3
Tdr Fcfdf('fdfj EGd& ( )
Por lo tanto
T = Co s (E.2.8)
11d (.dF 1 1d*G
— | |+ i = ——
y Ffdf(fde £Gde
que da
Ed (dF) 1d°G
- R -|—/1 = —_-— = E.2.9
radlae TP T Gar Y (529
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Aqui el signo de la segunda constante de separacion se selecciona para obtener funciones
periddicas para G . De (E.2.9) se obtienen las siguientes ecuaciones

G'+vV’'G=0 (E.2.10)
Y la ecuacion de Bessel de orden " v"

EF+(F"+(AE-Vv)F=0 (E.2.11)

Tanto la ec. (E.2.10) como la (E.2.11) son del tipo que junto con las condiciones de
frontera homogéneas o apropiadas forman un problema de Sturm-Liouville. La solucién de
(E.2.10) es
G(0) = Asen(6v)+ Bcos(6V). (E.2.12)
Y puesto que
G(O)=G(0+27r)

Se puede demostrar, usando la periodicidad del Seno y el Coseno, que la ec. (E.2.12) es

periddica, para cualquier valor de las constantes 4 y B, solo si
v=0,1,23,..
El que la constante de separacion v solo tome valores enteros hace que la solucion de
(E.2.11) sea
F(&)=C J,(A5+C, Y, (AE) (E.2.13)

donde C, = 0porque |Y,|— o cuando £— 0
F(&)=CJ,(Ad (E2.14)

Utilizando ahora la condicion de frontera dada por la ec. (E.2.2)
F($)=0=J,4,,) (E.2.15)

que es la condicion de los valores propios

A, n=1,2,3,4,. para cada funcién v

vn

asi que la solucion es

u(fﬁ,r)zz Z e“z""va(ﬂvnf)[Aw, sen(v)+B,, cos(é’v).] (E.2.16)

Se sabe que
J.OM sen(ax@)cos(f0)dO =0, paraa=fyoa=pf (E.2.17)

Utilizando la condicidn inicial dada por (E.2.4) en (E.2.16)
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&(5,9):2 i J, (4, )] 4,,5en(0V)+B,, cos(0v).]  (E2.18)

v=0 n=1
de donde

7|1 €FE.0)0.0,8)d¢ |senov)do
A = (E.2.19)

(Iol &, (/1”5)]2 df)(J‘Oz” sen’(Qv) de)

De la misma forma
I:”Uol ég07(5’‘9)Jv(/1w.§)a’f]COS(Hv)ah9
B == YT (E.2.20)
f, el2..0)] df)( I} eos"@v)ao)

Se ha encontrado la solucion formalmente pero para evaluar u(&,0,7) dada por la ec.

(E.2.16) es necesario conocer los valores propios A,, . Ellos pueden ser obtenidos
aproximadamente de la Figura 1 para J,(A4,,)para n=1a6, para J, (4, )paran=1a7,
y para J,(4,,)para n=1a7. Para v>3 se necesitan las graficas de las funciones
correspondientes. Si se dispone de una forma de calcular las funciones Bessel J,(x) y
J,(x) las de orden superior entero pueden ser calculadas por una identidad que se revisara

mas adelante. Ademas es necesario realizar las integrales en las ecs. (E.2.19) y (E.2.20).
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Ejemplo 3:
Considérese el problema adimensional descrito en la figura siguiente

u=1

Z=0 Z=1

Figura 7. Cilindro cuyos extremos se mantienen a la temperatura u =0 y su superficie a

u=1.

Como no se establece una condicién inicial suponemos que el s6lido se encuentra en estado

estacionario. Tal situacién de conduccion de calor estd gobernada por

éz?_g(fg_g}r g;ﬁ‘ ~0, para (())i Zii (E3.1)
Sujeta a las siguientes condiciones de frontera
u=0 en Z=0 (E.3.2)
u=0 en Z=1 (E.3.3)
u=1 en &=¢ (E.3.4)
Ademas u esfinitaen 0<&<, 0<Z<1 (E.3.5)

La ecuacion diferencial es eliptica, bidimensional y homogénea. Ademas se tienen dos
condiciones de frontera homogéneas en la direccion axial: el problema es separable en la
direccion axial, pero no en la radial. Asi es factible resolver el problema por aplicacion

directa del método de separacion de variables. Se prosigue a proponer
u(é,2) = F(5)G(Z) (E.3.6)
La substitucion de la ec. (E.3.6) en la ec. (E.3.1) nos lleva a

11d (,dF) 1d*G
(fd_ﬁ}? i E3.7)

Fgdg

La solucion de la parte axial es
G(Z)= Asen(AZ)+ Bcos(A Z) (E.3.8)
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Con
G0)=0, G(1)=0 (E.3.9)
De donde
G,(Z)=sen(4,Z) (E.3.10)
A, =nm, n=123,... (E.3.11)
La parte radial esta dada por la ecuacion modificada de Bessel de orden cero
EF +¢6F -2VEF=0 (E.3.12)
cuya solucion es
F(&)=CI,(1)+C, K, (L&) (E.3.13)

C, =0porque K, —> oo cuando &— 0. Asi la solucion para u es de la forma
u(é,zZ) = E C I(nmé)sen(nmZ) (E.3.14)
n=1

Utilizando ahora la condicion de frontera en &= ¢

oo

1=Z C, I(nmd)sen(nrZ) (E.3.15)

n=1

De esta con la ortogonalidad de sen(n Z) se pueden evaluar las constantes de integracion

1
J- sen(nzZ)dZ
0

C =

4 1 (E.3.16)
Io(nﬂé')J sen’(nzZ)dZ

En este caso las integrales pueden ser determinar facilmente, ya que en realidad se han

encontrado antes en este texto. Asi

]

T wAlond) (E.3.16)

A continuacion, en la Figura 8, se muestra la evaluacion de la solucion ecuacion (E3.14)
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 8. perfiles de concentracion en la barra solida para diferentes posiciones axiales se
evalua el caso en que {=1.0, aqui se utilizaron 80 términos de la serie.
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Ejemplo 4

Considérese el problema adimensional de conduccion transitoria de calor en una esfera que
tiene una temperatura inicial dada por la funcion radial o7 (£). Después se sumerge en un
fluido perfectamente mezclado que se mantiene a una temperatura constante. Se desea
considerar la resistencia externa a la transferencia de calor del seno del fluido a Ia
superficie de la esfera. Dadas las condiciones inicial y de mezclado del fluido no hay razon
para esperar dependencia angular en la temperatura de la esfera. Bajo estas condiciones el

problema esta dado por la ecuacion siguiente:

du_10 [n0u (E.4.1)
or & 9&\° o9&
Que debe ser resuelta sujeta a las condiciones inicial y de frontera siguientes:
Cuando 7=0 u=c7# (&), para0<£E<1 (E4.2)
u esfinitoen 0< &< (E.4.3)
du
—+N,u=0 en ¢&=1, cuando 7>0 (E.4.4)

d¢

Debemos darnos cuenta, que al tener una ecuacion diferencial parabdlica homogénea y lo
equivalente a dos condiciones de frontera homogéneas en la direccion radial, el problema
de valor inicial es factible de solucion por aplicacion directa del método de separacion de

variables. Entonces, para la solucion se propone la separacion de variables siguiente
u=F(&T(7) (E.4.5)
A partir de (E.4.1) encontramos
EFREF+AEF=0 (E.4.6)
Esta ultima ecuacion es muy parecida a la ecuacion de Bessel excepto por el 2 en el
segundo término. Revisando nuestras notas concluimos que esta ecuacion cae en la

categoria descrita en la Seccion 5 de este capitulo sobre las funciones Bessel.

Comparando la ec. (E.4.6) con la ec. (5.1) de este capitulo, se encuentra
a=2, b=0, ¢c=0 d=A*, g=1
lo cual da
a=(1-a)/2=-1/2

B=b/p=0
A=|d|/q=4
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v=i,/(1—a)2 —4c =L,/(1—2)2 —4(0) =%

2(1)
Por lo tanto la solucion es
F(&)=&"[C J, (A +C, I, (48]
Como |J_,,(A&)|— o= cuando &— 0 la ec. (E.4.7) se reduce a
F(O=C¢EM"J,(49)

Pero ya anteriormente vimos que esta funcidén de Bessel esta dada por

JI/2(/15‘)= Sen(/Iég)

TAE

B 2 sen(A¢)
e 2 )

De la condicion de frontera dada por la ec. (E.4.4) se encuentra que

dF
—+N_, F=0 en =1
Ci éf Bi éf

Cl\/%{ﬂcos(/l )-sen (A )}+C1NBi\/%sen(/l )=0

De esta se obtiene la condicion para los valores propios

Asi que

Asi

tan(4,)=— N/ln—l para n=123,... .0
Bi

Podemos entonces escribir la solucion del problema como

_ o e | 2 sen(4€)
u(f,r)—z C, e — —5

oo

= E G, e_lgr 5_1/2 Jin (A9

n=1

(E.4.7)

(E.4.8)

(E.4.9)

(E.4.10)

(E4.11)

(E.4.12)

(E.4.13)

Ahora se debe encontrar la funcion de ponderacion para la condicion de ortogonalidad.

Para ello escribimos la ec. (E.4.6) como
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y dif(ng')mzsz:o

Comparando con la ecuacion diferencial general del problema de Sturm-Liouville

d

ﬁ[ (x)j—xy}+[q(x)+/1 w(x)] y=0

Concluimos que w= &, y por lo tanto

sz F (& F,(£dE=0, para n#m (E.4.14)
J-fz [£7° 7,4, O][E J1n (A, O] dE=0, para n#Em  (E4.15)

1
0 J‘é:*]l/z (4,8 J1,(4, ) dE=0, para n#m (E4.16)
0

Usando la condicion inicial en la ec. (E.4.13)
’ﬂ(g) = Z G, 4:_1/2 Jl/z(ﬂég)
n=1

Aplicando en esta ecuacion la condicion de ortogonalidad se obtiene

[ &7 @), ,(a8)d 8
C =20 (E.4.17)

B N PNV 23

Notese que las ecs. (E.4.8) y (E.4.9) sugieren que u(&,7)=v(&,7)/&. Si esta nueva
variable es utilizada en las ecuaciones (E.4.1)-(E.4.4) se obtendra

ov 0%y

P @ (E.4.18)
Con las condiciones de frontera e inicial
Cuando 7=0 v=~¢F(&) (E.4.19)
en £=0 v=0 (E.4.20)
en £=1 3_2"'(]\731-_1)":0 (E.4.21)
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Este planteamiento es equivalente a un problema en coordenadas cartesianas. Su solucion
da un resultado para u(¢&,7) idéntico al encontrado anteriormente. Serd muy util recordar

esta transformacion.

A continuaciéon se muestra la evaluacion de la solucidon ecuacion ( E 4.13). Para tal

evaluacion fue necesario obtener las integrales en las ec. (E.4.17) cuando o7 (£)=1.0.

=005 Condicion inicial (@) 104 N B~ 1.0 Condiionniial ™y b
1.0 — e P
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 53
0.8 * 084 . e
B R S e 01
L7 [ S S — -
064 s 02
s L S S < ! T
s Iy
“R 20 3 03 T
D 0.4 > 044 -.
) 747077 -
02
8.0
0.0 S - s cincionario 467
T T T T
T T T T
00 02 o4 06 0% o 0.0 02 0.4 0.6 038 1.0
£ ¢
Lod NE’ = 100 Condicién. mli:lraf \ (C)
h 0.01
XS I—
S 004
0.6
—_ <04
.
W
Nt
So4d
0.2
024 :
,,,,, e 05
0.0
T T T T T T T T
00 02 0.4 0.6 038 10

Figura 9. perfiles de temperatura en la esfera para diferentes nimeros de Biot. Aqui se

evalua el caso en que #( &) =1.0,se utilizaron 25 términos de la serie.
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Ejemplo 5

Ahora, consideraremos una variacion del problema anterior. En este caso se estudia la
transferencia transitoria de calor en una esfera en que inicialmente su temperatura es la
funcion radial o7 (£) y a tiempos mayores de cero la temperatura en su superficie esta
dada por una funcién temporal conocida u_ (T) De esta forma no hay porque esperar
dependencia angular. Bajo estas condiciones el problema estd dado por la ecuacion

siguiente:

du_ 10 (4,
aT 62 af(g 5] (E.5.1)

Sujeta a las condiciones inicial y de frontera

Cuando 7=0 u=c#(£), para0<E<L] (E.5.2)
u esfinitoen 0<£<L1 (E.5.3)
u=u_(7) en &=1, cuando 7>0 (E.5.4)

La condicion de frontera no homogénea en £ =1 hace que el problema de valor inicial no
pueda ser resuelto directamente por el método de separacion de variables. Por ello
recurrimos a la superposicion que involucra la solucién quasi-estacionaria u,(£,7) y

relacionada a la solucion buscada u(&,7) por

u(é,v)=u, (&, 7)+i(S,7) (E.5.5)
La substitucion de la ec. (E.5.5) en (E.5.1)
a uf]s a u _ ia_ 2 2
S 520

Por conveniencia se seleccionan como ecuaciones gobernates de

{,’2 85(52 Y J (E.5.7)

did 1 0 (,,0u) du
v -9 @ E.5.8
T (5 afj ks (E.55)

Recordando que para poder resolver la ec. (E.5.8) sus dos condiciones de frontera deben ser

homogéneas, a partir de las condiciones de frontera del problema original, las condiciones

de frontera e inicial para la ec. (E.5.7) son

Cuando 7=0 =7 ({)~u, (£,0), para0< &< (E.5.9)
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i esfinitoen0<£<1 (E.5.10)
1=0 en ¢&=1, cuando 7>0 (E.5.11)

Esto hace que la ecuacion de u,, deba ser resuelta sujeta a las condiciones de frontera

u, esfinitoen0<g&<1 (E.5.12)

u,=u.(r) en &£=1, cuando 7>0 (E.5.13)

Procediendo a encontrar u,, se integra la ec. (E.5.7) una vez para encontrar

294 _ 4 (g) (E.5.14)
d¢

En £ =0 se tendria una indeteminacién en la derivada por ello 4, (Z') =0. Integrando ahora

g

(E.5.14) se obtiene que la parte quasi-estacionaria no depende de la posicion, porque
u, =4, (7) (E.5.15)

Al imponer la condicién de frontera en la superficie, ec. (E.5.13), es claro que la parte

quasi-estacionaria de la solucion es

u, (7)=u.(7) (E.5.15)

Usando la ec. (E.5.15) podemos ahora reescribir el problema de las fluctuaciones i, dado
por las ecs. (E.5.8) y (E.5.9)- (E.5.11), como

%:La_(gz ﬁ]_d it (E.5.16)
dr £ 09&E\7 9&) dr

Cuando 7=0 i=c7(£)—u_(7), para0<£<I (E.5.17)

i esfinitoen0<£E<L] (E.5.18)

1=0 en ¢&=1, cuando 7>0 (E.5.19)

El problema, que incluye la ecuacion diferencial parabolica no homogénea, es ahora
factible de solucion por el método de expansion en series de funciones propias. Con el
objeto de encontrar el problema de Sturm-Liouville asociado se plantea la version

homogénea del problema que deseamos resolver. O sea

ou, 1 0 ( ,0uy,
=——| ¢ —= E.5.20
ir & 3§[§ d¢ ] ( :
u, esfinitoen0<E<I (E.5.21)
u, =0 en ¢&=1, cuando 7>0 (E.5.22)
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. . . w
Se puede aplicar primero la transformacion u,, = —, para obtener

ow J'w
— = E.5.20
dr 0&° ( )
w=0ené=0 (E.5.21)
w=0 en ¢&=1, cuando 7>0 (E.5.22)

La condicion en £=0 el centro se obtiene al ver que estard indefinida en ese lugar si
w# 0. El problema anterior ya lo hemos resuelto muchas veces asi el problema de Sturm-
Liouville asociado con las ecs. (E.5.20)-(E.5.22) es

%:—ﬂnfn, endonde A, =nz, n=1,2,3,. (E.5.23)
f,=0eng=0,1 (E.5.24)
[ £&f&)dE=0, sinzm (E.5.25)

Una vez identificado el problema de Sturm-Liouville se procede a aplicar la transformaciéon
i(&,7)=w(&,7)/ & alas ecuaciones (E.5.16)-(E.5.19) para obtener
dw_ dw . du

= — = E.5.26
or 0&° é:dz' ( )

Cuando 7=0 w=&7(E)-Su, (O*), para0<£<1 (E.5.27)
w=0en&=0 (E.5.28)
w=0 en ¢&=1, cuando 7>0 (E.5.29)

Este problema satisface las condiciones para ser resuelto por el método de expansion en
series y el problema de Sturm-Liouville asociado es el dado por las ecs. (E.5.23)-(E.5.25).

Por ello para la solucion se propone

=

w(é.7)=2, a,(7) £,() (E.5.30)

n=1

Y para el término no homogéneo y conocido, ya que u_, (T) es un dato, se propone

oo

D (&,7)=) ¢, (7) /(&) (E.5.31)

n=1

En donde se ha introducido la definicion
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du

P(£r)=E—" (E.5.32)

Los coeficientes c, (2’) de la expansion (E.5.31), pueden obtenerse al aplicar la

ortogonalidad de las funciones propias, asi

)JS O (£,7) ()

Cn (T 1 2
[ [h©Tag

(E.5.33)

Debe hacerse notar que la expansion (E.5.30) satisface las condiciones de frontera, a través
de las propiedades de las funciones propias, pero que los coeficientes a, (2') son
desconocidos al momento. Con este proposito se substituye w(f,r) por la expansion
propuesta para que ella al encontrar satisfaga la ecuacion diferencial. El resultado de usar
las ecs. (E.5.31) y (E.5.32) en (E.5.26) es

oo

> d"f(é‘) Z d§2+z ./, () (E.5.34)

n=1 n=1 n=1

El uso de la ecuacion diferencial de f,, ec. (E.5.23), y el agrupamiento bajo la misma

sumatoria lleva a

2 A%

}: 0 (E.5.35)

La indepedencia lineal de las funciones propias permite encontrar las ecuaciones

diferenciales

Chiar—c =0 (E.5.36)

La solucion general de esta, como vimos antes en el Capitulo III, es
2 2_ (7 2
a (7)=a,(0)e +e‘ﬂnff e (O de (E.5.37)
0

En donde a, (0) se encuentra de la condicion inicial dada por la ecuacion (E.5.27)

[ [67@&)-u (0)] 1,6
[ [f@Tas

(E.5.38)

a,(0)=

Para estar en posibilidades de evaluar la solucion a diferentes instantes y posiciones es
necesario especificar las funciones en la condicion inicial y de frontera, asi entonces se

podran obtener expresiones especificas de ¢, (7), a,(0) y a,(7).
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Por ejemplo para el caso en que <7 (£)=1y u_ (T):M.x,o (l—e_“’) en donde son

constantes. El término no homogéneo de la ecuacion de w(&,7) es

du_ (2')

O(&,7)= —57 ==Sou_ e

Y los coeficientes faltantes de la solucion son

I en@ae

¢, (7)=—om_,e ™ = -
[ [h©ras
TR

y 0 (0)= e 1)

[, [h©rag
, - » 2(_1)n+1
0 c,(7)=—au_,e —

2 _1 n+l
y a,,(0)=%
Porque

1

) fﬁ(é)dﬂf{sen(”’@—§°°S(””‘f)} Gy ey

(nyz-)z nrw nrx

0

Por lo tanto a,(7) de laec. (5.37) es

niw

d&=

(E.5.39)

(E.5.40)

1
2

n+l ) )
a,(7) :&!e‘("”) 7_&(6—0”'_[(””) Tﬂ (E.5.41)
o

(nz)” -

Se esta ahora en posibilidades de evaluar las temperatura para este caso.

Por otro lado, sera interesante obtener la solucion del problema, comenzando el proceso en

las ecs. (E.5.16)-(E.5-19), y llegar al mismo resultado sin introducir el cambio de variable

u, =w/&, o sea recurriendo a las formulas de la Seccion 5 como se hizo en el Ejemplo 4.

Para esto se propone un ejercicio en la seccion de problemas propuestos.
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7. Integrales de funciones Bessel
Se ha visto que para obtener los coeficientes de las expansiones en series de funciones

Bessel es necesario evaluar integrales de la forma
b
J x[yv(/ix)]zdx (7.1)

en donde y,(x) esuna solucion de la ecuacion diferencial de Bessel de orden " v"

Xy, +xy, +(Ax-v)y, =0, a<x<b (7.2)

Para obtener resultados explicitos de las integrales se escribird la ecuacion de Bessel en la

forma del problema general de Sturm-Liouville

d dy , Vv
—| x—2 |+ A x—— |y, =0 7.3
dx{ dx } [ X jyv (7.3)
. I dy .
Después de multiplicar la ec. (7.3) por Zxd—" se obtiene
X
2
dx dx| dx X dx
Que se puede escribir como
2 2
U VO +[/12x2—v2]ﬂ=0 (7.5)
dx dx dx

La integracion de esta ecuacion en el dominio [a,b] se expresa como

b 2 b )
a4 xM dx+ [ﬂzxz—vz]ﬂdx=0 (7.6)
dx dx dx

De esta expresion se obtiene usando integracion por partes

2/)
[xdyv}
dx

Debemos notar que la integral de interés, la ec. (7.1), estd incluida en la ec. (7.7).

+[/12x2 - Vz]yi

a

. b
—2/12J‘ xyidx=0 (7.7)

Introduciendo la definicion
b
IVEJ xy.dx (7.8)

y realizando la evaluacién en los limites de integracion de la ecuacion (7.7) se obtiene
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[: 1 b2|:dyv

2
272 27,2
dxd +[ 20 =] yi(ab)

_aZ{dyv

i } -[#a’ -V ]yi(da) (7.9)

Esta no es una forma adecuada, porque en general se desconoce cuanto valen las derivadas.
Sin embargo, se pueden involucrar las condiciones de frontera generales del problema de

Sturm-Liouville dadas por

ay,(Aa)-a,y,'(Aa)=0

by, (Ab)=b,y,'(Ab)=0 (7.10)
Podemos entonces concluir que los valores de la integral (7.9) dependen de los coeficientes
a,, a,, by b,.
Caso I

En este consideramos la forma mas general del problema, o sea a,, a,, b, y b, son

diferentes de cero. De las ecs. (7.10) se encuentran las derivadas

v, (Aa)="y (Aa)
a,

5, (Ab) =2, (4b) .11)

2

Por lo tanto la ec. (7.9) toma la forma

2
1V=222 [bz[i—‘J +(/12b2—1/2)}y3(/1b)

2

2
—[ Z[ﬂJ (A% —Vz)}yﬁ(/ia) (7.12)
Debe notarse que esta ecuacion también es util para el caso en que a, y/o b, son cero.

Caso I

Para a, =0 pero a, #0, no se puede evaluar la derivada dy (Ax)/dx a partir de la
condicion de frontera, pero se puede utilizar la siguiente relacion valida para funciones
Bessel (Levedev, 1972)
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VD (400% Ay (A0) (7.13)
X

El signo ¥ depende de que funcion de Bessel se trate. Utilizando la ec. (7.13) y notando

que si a, =0 entonces y,(Aa)=0, se obtiene

awzi/iaym(ﬂa) (7.14)
dx
Por lo tanto la ec. (7.9) se reduce a
2
_ 1 2 ﬁ 272 2\ |.2 92 2 2
I,=—>11|b +( A =) |yi(Ab)- A d’ y;, (Aa) (7.15)
24 b,
Caso III
En este caso analogo al anterior, b, =0 pero b, #0, la ec. (7.12) puede escribirse en la
forma
p @A) _ (A (7.16)
dx
Y como y,(Ab)=0,laec. (7.9) se puede simplificar a
2
I = 12 R0y, (Ab)-| | 2| +(Aa® =) |yi(da) (7.17)
24 a,

Caso IV
En esta situacion, a,=5b, =0 y entonces y,(Aa)=y, (Ab)=0. Por lo que usaremos
simultdneamente las ecuaciones (7.14) y (7.16). Asi la ec. (7.9) se reduce a

1

J =
Y

{0y, ,(Ab)=-2a’ y;, (Aa) } (7.18)

Como un caso especial podemos considerar aquel en el que a =0, o sea cuando el dominio
incluye el origen de las coordenadas cilindricas o esféricas. En este caso no se dispone

explicitamente de un valor de la funcidon o sus derivadas. Sin embargo, dado que en
x =a =0 la funcion y sus derivadas deben ser finitas la ecuacion (7.9) se reduce a

1 dy,
I =— b{—

2
V=57 o j +[ A’ =V |yl (Ab)+ vy} (0) (7.19)

Este resultado debe simplificarse para el caso especial de la condicion de frontera en b,
dada por la ec.(7.10).
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8. Identidades para las funciones Bessel
La cantidad de este tipo de relaciones es sorprendentemente enorme. Su uso principal es en
la evaluacion de derivadas e integrales que involucran funciones Bessel (Levedev, 1972).

0= 30

J Estas son validas paray, = J,,Y, (8.1,2)

—|(ty, @)=ty (t

e no)] Yva (D)

d

—|t" I, (t)|=¢t"1, (¢ 8.3

lrLol=rno (8.3)

d

—tT ()| =tT"1,,, (2 8.4

T L@]= o (8.4)

d

—|t" K, (t)|=-t"K,_ (¢ 8.5

R0 (1) (8.5)

d

—|tT" K (t)|=-tT" K, (¢ 8.6

K] (1) (8.6)
también para y, =J,,Y, estdn

dy,(t

Ay (=) = (O =V, 87)

2v
Yo (1) === 2, (1) =2, () (8.8)

Con las formulas anteriores casi cualquier integral de la forma siguiente,
j "y, ()d1

que aparecen en los coeficientes de las expansiones en series de funciones de Bessel se

puede integrar por partes y reducir a expresiones manejables.

Ejemplo 6a
I = j Jy(t)dt :j S RPACYE
u=t’=du=2tdt
usando ec. (8.2) dv=t7J,(t)=>v=—t"J,(1)

I, =-J,(1) +2j ' Lt)dt=-J,(t)-2t" J(t)+C
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Aqui se uso nuevamente la ec. (8.2).

Ejemplo 6b
L= Jy0)dt

Esta integral no tiene resultado analitico y debe evaluarse por algin método numérico.

Ejemplo 6¢

Usando ec. (8.2) I =J. tJ,(t)dt=tJ,(t)+C

I =J. I, (Hdt =J- t[t Jo(2) ]d ¢

Usando integracion por partes con u =t =>du=dty dv=tJ (t)dt=>v=1tJ(¢t)

Ejemplo 6d

La integral puede ser transformada a
I,=t Jl(t)—J- t J(t)dt

Una nueva integracion por partes con u=t=>du=dt y dv=J(t)dt=v=-J (1),
permite escribir

I,=t Jl(t)—[—tJo(t)+J- Jo(t)dt] =t Jl(t)+tJ0(t)—j Jy(t)dt

I =J. £ J(t)dt =J- [t Jy(0)]d ¢

Usando integracion por partes con u=t" = du=2tdt y dv=tJ,(t)dt = v=1J,(t)

Ejemplo 6e

L=t Jl(t)_zj' tJ @) dt=0J@)-2¢ J,(t)+C
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Ejemplo 6f
Deseamos evaluar el siguiente coeficiente
1
o EIAods
n = el )
[ cl,OT d¢

encontrado en uno de los ejemplos presentados anteriormente. Se requiere entonces

encontrar las integrales definidas
1 1
L= &5,(4,5dEy I, = E[0,A, O d&

Para I, :J.O] EJ, (A, E)d E se puede utilizar el resultado del Ejemplo 6¢ si se realiza el
cambio de variable 1 =4 & en I,
1 1 A | Ay
1N=j fJo(ﬂnf)df=7JA fJo(f)dl=FfJ1(f)
0 0 n 0

n

1 1
Iy =761, 8, == (4)

n

Para I, = I; E[J,(4, é‘)]2 d & se utiliza una de las formulas desarrolladas en la Seccion 7,

la (7.19) que en este caso toma la forma

1 dJ,(A, &) 2 2
D_2ﬂn2 |: d§ Lq] +[/1n‘]0(/1n)]

De la ec. (8.2) con el cambio de variable ¢ = 4 ¢ se obtiene

dJy(4,¢)
12 =-AJ (4
d§ n 1( n 5)
Al utilizar estay J,(4,) =0 en la ecuacion de I, esta se reduce a

[J,(4, O]

[, =002

2

Y por lo tanto el coeficiente buscado es
1

_ AT 2
GO AR

2

Ji(4,)
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9. Polinomios de Legendre
Consideraremos nuevamente el problema de conduccién de calor en estado estacionario en
una esfera. Sin embargo incluiremos la dependencia angular. Por ello la temperatura

adimensional esta dada por
u=u(,0,9) (9.1)
valida en 0<f<eo, 0<0<m, 0<¢<2rm
En estado estacionario la temperatura es la solucion de la ecuacion siguiente
Viu :La—(‘fz a—uj+;a—(sen6’a—uj+—l 82—u:O (9.2)
E0E\T 9&) E'senf 00 00 ) &sen’0 0¢’

Las soluciones dadas por la ec. (9.1) son conocidas como harmonicos esféricos. Para

encontrarlos supondremos la separacion
u=F(&)G0,9) (9.3)
Substituyendo esta ecuacion en la ec. (9.2) se puede obtener

2{161121«“ 21dF}
I R Rt
Fd& EF dé

118{ an 1 103G
send -

- — = +1 9.4
send G 06 00 ) sen’0 G 0¢’ M ©4

constante
de
separacion

La seleccion de n(n+1) como la constante de separacion simplificard el desarrollo de las

soluciones dependientes del &ngulo €. No es dificil obtener de este resultado las siguientes
ecuaciones diferenciales

2
X F+2§dF—n(n+1)F:0 9.5)

d& dé

0°G cos@0G 1 09°G
+ +
060> senf 00 sen’d 0¢’

¢

+n(n+1)G=0 (9.6)

y

Las soluciones G(4,¢), de la ultima ecuacion se conocen como harmonicos superficiales.
Procederemos a encontrar la solucién de la ec. (9.5). Esta se conoce como la ecuacion

equidimensional o de Euler. Se propone
F()=¢* 9.7)
Asi que F=aél"' y F=a(@-1)& 9.8)
La substitucion de las ecs. (9.7) y (9.8) en (9.5) da
a(@-1)E+2aé” —n(n+1)6“ =0
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0 (a—nm)|a+n+1]=0

Por lo tanto

F(&)=A4&"+BEM (9.9)
Ahora se buscard la solucion de (9.6), para ello se propone la separacion
G(0.9) =06(0)D(¢) (9.10)

De la substitucion de la ec. (9.10) en la (9.6) se obtiene

2 2
sen2g| L2 9, 1080d0 L pla L P e o
®do Osenf db O do

De esta se pueden obtener sin mayor complicacion las ecuaciones diferenciales siguientes

2
sen’0? (? +sen9cos9@+[n(n +1)sen’d—m’ |© =0 (9.12)
0 do
2
y d c£)+m2(I)ZO (9.13)
d¢

La solucion de la ec. (9.13) ya la conocemos y es
O = Csen(m@)+ D cos(mg) (9.14)

Y debido a la periodicidad en el dngulo ¢ los valores de m son enteros. Sin embargo la
solucion de (9.12) no la hemos visto alin. Antes de intentar la solucion por el método de

Frobenious se realizard el siguiente cambio de variable

x=cos0 (9.15)
de _dedx__  ,d0© (9.16)
d@ dxdb dx
2 2
d (?:i —-senfd— |=—c sﬁﬁ—s nGQd (?
dog- deo X dx do dx
2
=—cos6?@+sen29d ? (9.17)
dx dx

La substitucion de las ecs. (9.15) a (9.17) en la ec. (9.12) nos lleva a

d*©e do
(1-x*) (1-x?) = —2(1-x2)xE+ [n(n+D(1x*)—m’ |©=0
6
2 2
(14 ?—2xd®+{n(n+l)—m—2}®=0 (9.18)
X dx 1-
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Esta es la ecuacion asociada de Legendre. Cuando m =0, la ecuacion diferencial se conoce
como la ecuacion de Legendre. Obsérvese que como 0<é <7, entonces —1 < x <+1. esta
ecuacion tiene puntos singulares en x==1. Sin embargo, x=0 es un punto ordinario.
Usando el método de Frobenious se buscaran las soluciones de la ec. (9.18) para el caso
m = 0. Posteriormente el resultado puede usarse para obtener la solucion para cualquier m .

Para m =0 y usando y =0(x) la ec. (9.18) toma la forma

2
(1-x2)fi f—zxfi—y+n(n+1)y=0 (9.19)
X X

Se propone la solucion de la forma

y=> ax (9.20)

Jj=0

De la cual podemos obtener la primera y segunda derivadas

y :Z ajjxj*] (9.21)
j=0
y=2 a,j(j-Dx"" (9.22)
j=0

Substituyendo las ecs. (9.20) a (9.22) en la (9.19) se obtiene

oo =3

Y @, iD= | (=D +2jx —n(n+Dx’ |=0

=0 =0

Ahora reemplazando j = p+2 en el primer término

o =

S a,, (p+)(p+2)x" =D @, [j(j-D+2j—n(n+1)]x’ =0

p=-2 Jj=0

=

S a,, GHDG+2)x =Y a,[j(-D+2j-n(n+1)]x’ =0

J=0 J=0
De esta se puede obtener la siguiente formula de recurrencia

A :j(j+1)—n(n+1)a‘
GG+ 7

La cual se puede reescribir como

para j =0 (9.23)

=_(n—])(n+]+l)a’ para j =0

AN VES VA I

Los primeros valores de ella son
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Para ;=0 a, :_n(n2+ D a,
=1 3:_(11—12).(1;+2)a1
Jj=2 a4=—(n_?#az
j=3 a5=—%.(:+4)a3

Por lo tanto la solucidon dada por la ecuacion (9.20) es

_nmD) o n(=Dm+(n+3) _}

y(x):a(’[l 21 41

v {x_ (n=D(+2) 5 (=D=+2)(n+4) 5 _

3 . } (9.24)

Se puede demostrar que los polinomios convergen para |x| <1 solo si el coeficiente n es
entero. Entonces la ec. (9.24) puede escribirse como
Y(x) = aq uy (x) +a, v, (x) (9.25)

En donde se ha usado la siguiente definicion
u,(x) es un polinomio finito

n = par positivo o ]
v,(x) es una serie infinita

.. |»(x) es un polinomio finito
1 =non positivo .
u,(x) es una serie infinita

O sea que solo cuando n =entero O(x) es finita en x ==1. Las soluciones O(x) de la ec.
(9.18) se denominan los polinomios de Legendre

O(x)=F, (x) (9.26)
Estos polinomios estan relacionados por la formula de Rodriguez

1 4
2"nld x"

P,(x)- (o =1y’ 9.27)

Los primeros cuatro términos son

R(x)=1
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R(x)=x

Pz(x)=%(3x2—l)

P (x) :%(SX3 —3x)

Estos los mostramos graficamente en la siguiente figura

1.5

] Fy(x)
1.0+ \

i A(x) et
05T !‘-'_'" """""""""""""""""""""""""""""" };"""‘ """" ";i"' """
0.0 57 rrrrrrrrrrrr Tf’-.;;;.— —————————————— o PR ;;;_r-!ff'r —————————————

05 é,,, -___-"-'."'----..7...----"'- ,,,,,,,,,, \ ,,,,,,,,,,,,,,,

N P(xy P

O Y S S
-1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1.0

X

Figura 7. Polinomios de Legendre F)(x), B(x),P(x) y B(x).

Noétese que puesto que x =cosé
P (cosd) =1
B (cos@)=cosb

P,(cos0) = %(3 cos’ 6’—1)

P,(cos0) =%(500s3 6?—3cos6’)
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10. Ortogonalidad de los polinomios de Legendre

De la ecuacion (9.19) se obtiene
1) 2 1)y =0 (10.1)
dx dx

Comparando esta con al ecuacion diferencial del problema de Sturm-Liouville se concluye
ﬂ:(l’l'i'l)l’l, p(x)zl_xza W(.X)Zl, ‘](x)zo
De tal manera que

1
[ B@P,(x)dx=0, paranzm (10.2)
Se puede demostrar el siguiente resultado muy util en la evaluacidon de coeficientes de
expansiones en series de polinomios de Legendre

[" [P dy=o2

2n+1

(10.2)
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11. La ecuacion asociada de Legendre

Anteriormente se encontr6 que la ecuacion asociada de Legendre es
d’ e
d x*

(1-x%)

2
-X

2
2290 - o =0 (11.1)
dx 1

Las soluciones de esta ecuacion son los polinomios asociados de Legendre definidos en
términos de los polinomios de Legendre P, (x) por
m/2 dm Eq (x)

© () =B"(x)=(1-x") e

, para0<m<n (11.2)

O también por la formula de Rodriguez
(1_x2)m/2 dn+m

X =1)" 11.3
2" n! dx”*’”( ) ( )

Bl (x)=

Para determinar si los polinomios de Legendre son ortogonales o no se escribe la ec. (11.1)
en una forma similar a la ecuacion diferencial del problema de Sturm-Liouville

%[(l-xz)%}+{n(n+l)— mzz}(a =0

1-x

%{p(x)%}[q(xww(x)]wo

Notese que p(x) =1—x,y que se puede seleccionar
2

g(x)=———, A=n(n+l) (11.4)
I-x
de tal manera que
w(x)=1 (11.5)
Por lo tanto la condicion de ortogonalidad seria
[ PR )dx=0, paranzk (11.6)
También se puede encontrar
. !
[ [preo] dx=—20tm (1.7

2n+1)(n—m)!

Este resultado es independiente de las condiciones de frontera. Notese que en contraste con

lo mostrado en la ec. (11.4) se podria seleccionar
g=n(n+l), A=m’ (11.8)

y en esta ocasion
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2
w(x) = 5 (11.9)
esto hace que la condicion de ortogonalidad sea
+ Pm Pk
[ EOL @ gz0, paranzk (11.10)
-1 I-x
Y ademas se puede demostrar
2
+ an X !
[ [ (2)] dx=_4m (11.11)
-1 1-x m(n—m)!
Este resultado es también independiente de las condiciones de frontera.
Algunos ejemplos de los polinomios asociados de Legendre son
P'(x)=(1-x")"" =send (11.12a)
P)(x)=3x(1-x*)"* =3cosfsend (11.12b)
P}(x)=3(1-x*)=3sen’d (11.12¢)
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Ejemplo 7

En este caso resolveremos el problema en estado estacionario de conduccion de calor en
una esfera cuya superficie se mantiene constante a lo largo del tiempo pero es funcion de la
posicion sobre ella. Por ello, como vimos al comienzo de nuestro estudio de polinomios de
Legendre la temperatura adimensional en este caso estd gobernada por la ecuacion

V2u=?§—§(§23—2ﬂ+;a—[smﬁa—u] L _o7u_, (E7.1)

2 te
£ senf 06 00 ) & sen"00d¢
en donde
u=u($,0,9) (E7.2)
valida en 0<é<], 0<0<m, 0L¢<2rxm

Se supondra que la ecuacion diferencial debe ser resulta sujeta a la siguiente condicion de

frontera
ené=1 u=f(0,9) (E7.3)

Solo se establece una condicion de frontera, sin embargo el problema estd totalmente
definido ya que estd implicit6 a que la solucidn es periddica tanto en el &ngulo &, como en
el angulo ¢. Ademas, como el dominio radial incluye el centro de la esfera £ =0, el que la
solucién deba estar definida en 0< &£ <1 nos permitira encontrar alguna de las constantes
de integracion. Asi el problema no solo esta definido completamente, sino ademas puede
ser resuelto por el método de separacion de variables ya que las condiciones periddicas en
las dependencias angulares llevan a problemas de Sturm-Liouville en esas variables.
Para encontrar la solucion se propone la separacion

u=F()O(0)D(¢) (E7.4)

La cual substituida en la ec. (E7.1) eventualmente nos lleva a las tres ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes

52

d*F dF _
i +2¢ iz —n(n+1)F =0 (E7.5)

2

sen’d (:)+sen0cos0d—®+[n(n+1)sen26—m2]® =0 (E7.6)
[ do
2
y d ? +m*®=0 (E7.7)
do

Como revisamos anteriormente las soluciones de las ecs. (E7.5) a (E7.6) son
F(&)=A4&E"+BE™Y (E7.8)
O(@) = Csen(mgp)+ Dcos(mg), para m=0,1,2,3...00 (E7.9)
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n=0,1,2,...00
O"(x)=P"(x) para (E7.10)
m=0,1,2..n

Por lo tanto las soluciones particulares de la ecuacion diferencial (E7.1) son

u,,(&,0,0)= (Anm E"+B, &0 )sen(nw)) P"(x)

+(C,, &"+D,, £ ) cos(mg) P (x) (E7.11)

nm

y la solucion general es

n

uE0.0)=Y 3 u, (£.0.9) (E7.12)

n=0 m=0
Como se desea la temperatura dentro de la esfera las constantes correspondientes a los
términos con potencias negativas del radio
B =D, =0 (E7.13)

nm nm

Esto porque la temperatura, como mencionamos antes, debe ser finitaen £=0.
Para obtener las constantes de integracion restantes utilizaremos la condicion de frontera en
la superficie de la esfera dada por la ec. (E7.3). Asi la substitucion de la condicion
mencionada en la ec. (E7.12) junto con la ec. (E7.11) nos lleva a
f©0.0)=3 > A,sen(mp)P'(x)+3, > C,, cos(mp)P"(x)  (ET.12)
n=0 m=0 n=0 m=0

Para obtener 4, esta ecuacion se debe multiplicar por sen(p¢) e integrar en [0,27]
27 s - 27 2
[ 7 @.9)senmpydp=3" 4, B'x)|"~ sen’(mg)d g
n=0

Ahora se debe multiplicar por P (x), usar la funcion de ponderacion w=1 e integrar en
[—1,+1]

[l R|f) r@osentmordg|ax=a, ([ [Rr0] dx)[]7 sen*mg)do

De esta ecuacion se puede entonces determinar 4,, . La constante C,,, se obtiene por un

nm

procedimiento similar. Debemos notar que si la region en donde se desea conocer la
temperatura en 1< & <oo, entonces
A =C =0 (E7.13)

nm nm

esto porque u es finita cuando & — oo,

El procedimiento para determinar B,, y D

nm

en este caso es similar al utilizado para
calcular anteriormente A4,, y C,, para el caso £<1. Si el dominio fuera 1<&< & se

nm

requeriria otra condicion de frontera en £ =& ademas delade £=1.
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Algunas observaciones sobre las soluciones obtenidas

Es crucial para aplicar con fluidez el método de separacion de variables y sus variaciones a
problemas en sistemas de coordenadas diferentes a las cartesianas darse cuenta que en este
caso los problemas de Sturm-Liouville en términos de funciones Bessel o de Legendre son
analogos a los resultantes con funciones trigonemétricas. Esto significa que asi como el
estar familiarizado con el comportamiento del seno, coseno y sus combinaciones ayuda a
desarrollar las soluciones analiticas en coordenadas cartesianas, debemos familiarizanos lo
mas posible con las funciones de Bessel y polinomios de Legendre. De otra manera se
pagara el precio de tener que consultar constantemente manuales y notas. Esto de ninguna
manera impediré la solucion de problemas, pero si lo hard més lento.

Una vez reconocido esto, es casi tan dificil o tan facil, como en el caso de coordenadas
cartesianas, el proceder a la busqueda de soluciones de problemas en coordenadas
cilindricas y esféricas. Este comentario se aplica en realidad a cualquier sistema
coordenado ortogonal, ya que el procedimiento de separacion de variables, superposicion y
desarrollo de solucion en series debe satisfacer las mismas condiciones que en problemas

en sistemas coordenados cartesianos.
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Problemas propuestos

Para las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales use el método de Frobenius para
obtener dos soluciones por expansion en series alrededor de x=0 linealmente
independientes (Tomados del texto de Zill and Cullen)

1. 2xy"=y'+2y=0

2. 2xy"—(3+2x)y+y=0

3. 2x*y"+3xy'+(2x-1) y=0
2.0 ' 2 4
4. x7y +xy+(x —gjy:O

Para las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales use el método de Frobenius para
obtener al menos una solucion por expansion en series alrededor de x =0 (Tomados
del texto de Zill and Cullen). Encuentre una segunda solucion linealmente
independiente de la primera por el método de variacion de parametros.

5. xy"+2y'-xy=0

6. xy"+(1—x)y'—y:0

7. xzy“+xy'+(x2 —ijy=0
n 3 '
8. y'+—y'-2y=0
X

Problema 9
Encuentre la solucion de la ecuacion diferencial xy"+3y'+4x’y =0 usando el método de

Frobenius.
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Problema 10
(Tomado del texto de Zill y Cullen, 2000)
(a). La ecuacion diferencial x*y"+Ay =0 tiene un punto irregula singular en x=0.

Demuestre que el cambio de variable # = x' transforma la ecucion original a

que tiene un punto singularen ¢t =0.
(b) Use el método de Frobenius para encontrar dos soluciones, por expansion en series
alrededor ¢ =0, de la ecuacidn anterior.

(c). Escriba cada una se las soluciones en series en términos de funciones elementales.

Problema 11
(a) Desarrolle una solucion en series para la ecuacion diferencial de Hermite

d’ d

£V 2ay=0

dx dx

(b) Demuestre que las dos series infinitas (y,,,. y »,,,) obtenidas son convergentes y que se

comportan en forma similar a la expresion en series de exp(2x7).

(c) Demuestre que con una seleccion apropiada de « las series pueden ser convertidas a
polinomios finitos. Estos polinomios propiamente normalizados son los polinomios de
Hermite[ Spliegel (pag. 151)]

Problema 12
Dado que una solucion de

es R=r",demuestre con ayuda del Wronskiano que la segunda soluciénes R=r".

Problema 13

(a) Una solucion de la ecuacion diferencial de Hermite para o =0 es y,(x) =1. Encuentre
la segunda solucion usando el Wronskiano . Demuestre que esta segunda solucion es
equivalente a y,,. (Problema 1).

(b) usando el wronskiano encuentre una solucion para & =1, donde y,(x)=x. Demuestre
que esta segunda solucion es equivalente a y,,. (Problema 11).
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Problema 14

Resuelva el siguiente problema
2 0<¢é<
li é’fa_u _|_a_l/; =0 en g J
Eo&\ " d&) o7 0<z<1
sujeta a:
en Z=1, u=0 para 0<&<{
para 0<¢&<(

u=0, para 0<Z<I1

en Z=0, u=1
ené=¢,

Problema 15

Resuelva el siguiente problema

du 10 (.0u) 103d°u 0<£<1
—=——|{—|+—== en
or £d&E\79E) £ 06
sujeta a:
cuando 7=0 u=F(£,0)

ené=1 u=1
Problema 16
Resuelva el siguiente problema
Ju 19 du) 0*u
T e
ot £d&E\70E) 97
sujeta a
enZ=0 u=1I
enZ=1 u=0
ené=¢ u=0

cuando 7=0 u=F(&,Z)

(D)

2)
2)
)

(D

)
3)

(1)

2)
3)
(4)
©)
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Problema 17
Encuentre el perfil de temperatura 7'(7,z) en una aleta de enfriamiento como la mostrada

en la figura siguiente

T,
Temperatura del
medio ambiente

Ty
L— Temperatura de
2b la pared del tubo

El problema esta definido por la ecuacion diferencial

1o oT) 0T OR<r<R
——|r— |[+=—==0,en (1)
ror\ dr) dz -b<z<+b
sujeta a las condiciones de frontera
en r=0R, T=T, (2)
en r=R, a—T=0 (3)
ar
en Z:O’ a_Tz() (4)
0z
en z=b>, —ka—T:h(T—Ta) (5)
0z

Observa que se ha usado en el planteamiento de las condiciones de frontera en z la

simetria del campo alrededor de z =0 y que este estd a la mitad del espesor de la aleta.

Problema 18
Escriba programas en FORTRAN para evaluar las soluciones obtenidas para los problemas
14,15,16y 17.
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Problema 19

Resuelva el siguiente problema definido en la seccion cilindrica mostrada mas abajo:

du 190 ou 1 0°u

T [l M

ot £d&\"dE) £ 06

sujeta a:
en 0=0,0<&<1 u=0 (2)
V4

en«9=5,0<§<1 u=0 3)
V4

en§=1,0<9<5 u=0 4)

cuando 7=0 u=c7 (£,6) ()

Figura problema 19

Problema 20
Resuelva el siguiente problema

2

19 ga_” L9 “-0 (1)

Edé\"dE) 0z

sujeta a

enZ=0,0<E<1 u=1 (2)

enZ=¢,0<E<1 u=0 3)
ou .

enf=1,0<Z<¢ £+Bzu=0 4)
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Problema 21

Encuentre la distribucion de temperatura adimensional u =u(&,0,¢) para una esfera que
inicialmente estd a la temperatura uniforme u =0. Las condiciones de frontera son tales
que la superficie de la mitad superior se mantiene en u =1, y la superficie de la mitad

inferioren u =0.

Problema 22

La temperatura de una superficie esférica en £ =1 estd dada por u=c%(0). Si, u—0
cuando &— o, encuentre la distribucion de temperatura u=u(£,0) en I1<&<eo y
0<O<r.

Problema 23

La temperatura adimensional de una esfera sumergida en un fluido a la temperatura

ou 1 0 ou

Sujeta a las condiciones de frontera e inicial siguintes:

2_24_ Nyju=Nyzu (7) en £=1, cuando 7>0

Cuando 7=0 wu=0c7(£), para0<E<LI

Encuentre el perfil de tempertura u(&,7)

conocida u_(7), esta dada por

Problema 24.
Escriba programas en FORTRAN para evaluar las soluciones obtenidas para los problemas
19, 20, 21, 22 y 23.

Los siguientes problemas estan relacionados a la situacion de difusion y reaccion en
particulas cataliticas y se espera puedan descubrir la herramienta que se propone
para tener una idea de la solucion exacta de problemas transitorios

Problema 25
El problema unidimensional en estado estacionario de difusidon y reaccidon en una particula
catalitica isotérmica cilindrica con reaccion de primer orden, para el caso de resistencia

externa despreciable estd dado por la ecuacion de transporte
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1d(.dU o
zd—g(%—fj‘q’“‘”

y las condiciones de frontera
En E=1 U=U,

U esfinitaen0<&<1

Encuentre el perfil de concentracion adimensional U (&) y el factor de efectividad definido

por lo que reacciona en la particula entre lo que reaccionaria si toda la concentracion fuera
la de la superficie, U_, .

Problema 26
El problema similar al anterior en una particula esférica estd dado por la ecuacion de
transporte

1 d(,dU _—
Farl e g v

y las mismas condiciones de frontera
En =1 U=U,

U esfinitaen0<£<1

Encuentre el perfil de concentracion adimensional U (f ) y el factor de efectividad definido

por lo que reacciona en la particula entre lo que reaccionaria si toda la concentracion fuera
la de la superficie, U_ .

Problema 27
Para comparar las tres geometrias mas comunes de particulas cataliticas, repita el problema

similar al anterior en una placa en donde la ecuacion de transporte es

2
CU gy
d&
con las mismas condiciones de frontera
En E=1 U=U

o
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dg
Como antes encuentre el perfil de concentracion adimensional U (f) y el factor de
efectividad. Grafique en una misma figura el factor de efectividad como funcion del

modulo de Thiele para las tres tipos de particula.

Problema 28
Normalmente la resistencia externa a la transferencia de masa no es despreciable y
entonces la condicion de frontera en la superficie en los tres problemas anteriores debe ser
reemplazada por

dU _
- d_f =

En donde Bi es el nimero de Biot y es ahora la concentracion en el seno del fluido que

En  &=1 Bi(U-U.)

fluye alrededor de la particula. En este caso en las ecuaciones de transporte el médulo de
Thiele es reemplazado por el mdédulo de Thiele a las condiciones del seno del fluido es

decir ahora

d’U

d—gz - (I)G U = 0 .
Encuentra para particulas con forma de placa, cilindro y esfera el perfil de concentracion y
el factor de efectividad global como funcion del modulo de Thiele global. Debe tener en
cuenta que el factor de efectividad ahora es lo que reacciona en la particula entre lo que

reaccionaria a las condiciones en el seno del fluido.

Problema 29
El problema difusion y reaccion en una particula esférica en estado transitorio estd definido

por

oU 1 9 ( ,0U 5
S FaleSe o

Con la condiciones de frontera e inicial siguientes
En ¢&=1 U=U_(r) para 7>0
U esfinitaen0<£<1

Cuando =0 U=0 para 0<&<I

Pagina 244



Capitulo IV: Problemas propuestos Octubre de 2005 J.A. Ochoa Tapia

Encuentra el perfil de concentracion U (&,7) y el factor de efectividad 7(7)bajo la
suposicion del falso estado estacionario en la concentracion de la particula, es decir que el

término de acumulacion se desprecia.

Problema 30
Repita el ejercicio anterior tanto para una particula cilindrica como para una en forma de

placa.

Problema 31
Repita el problema anterior para las tres geometrias basicas pero reemplazando la
condicion de frontera en la superficie por

dU

En ¢£=1 —d—f—Bi(U—Um)

Problema 32
En muchas situaciones practicas las particulas cataliticas estan suspendidas en un fluido
dentro de un tanque agitado. En el caso de particulas esféricas un modelo adimensional esté

dado por

oU 1 0| ,dU )
e 3o

Sujeta a la condicion de frontera

dU
En =1 ———=BilU-U
En donde la concentracion del fluido U,, estd gobernada por la ecuacion diferencial
ordinaria
dU
f -
J7 _TRI(Um(7)_Uf)+l//p(U_Uf)

En esta ecuacion 7, y i, son constantes que indican el tiempo de residencia adimensional
y un nimero de Biot modificado respectivamente.
Las condiciones inicial para U, (7) y U(&,7) son

Cuando =0 U=0 para 0<£<1

Cuando =0 U,=0

Encuentre U, (7) y U(&,7) suponiendo falso estado estacionario en la ecuacion de la

particula.
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Problema 33

Resuelva el problema anterior considerando que las particulas son cilindricas.

Problema 34
Explore la solucion por separacion de variables o alguna de sus variaciones del problema

completo planteado como problema 32.

Problema 35
El siguiente modelo puede usarse para estimar el efecto de mojado no uniforme en una
particula esférica
a_U=in £ U +— L sen@a—U -®U
or & d¢& o0& ) &senf o6 06
Con la condiciones de frontera e inicial siguientes
En ¢=1 U=U_(6,r) para 7>0

U esfinitaen0<E<1

Cuando 7=0 U=0 para 0<£<1
Encuentra el perfil de concentracion U (&,0,7) y el factor de efectividad #7(7) bajo la
suposicion del falso estado estacionario en la concentracion de la particula, es decir que el

término de acumulacion se desprecia.

Problema 36
Encuentra el perfil de concentracion U (£,0,7) y el factor de efectividad #7(7)del modelo

completo del problema anterior.

La solucion de los siguientes cuatro problemas ayudara a entender una metodologia
para resolver problemas de difusion y reaccion con cinéticas nolineales. El lector
interesado debe consultar los articulos de Marroquin et al (1998, 1999) y Ochoa-Tapia
et al (2005).

Problema 37

Considere el problema de difusion y reaccion con cinética nolineal R, dado por
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1d(.dU .
zd—g[%—fj‘q’ f=0

y las condiciones de frontera
En E=1 U=U,

U esfinitaen0<&<1

Linealize la expresion cinética utilizando series de Taylor alrededor de las condiciones en
& =1, para encontrar

R=~AU+A,

Note que en esta expresion A; y A, son constantes. Encuentre el perfil de concentracién
U (&) y el factor de efectividad.

Problema 38

Resuelva el problema 38 para particulas cilindricas.

Problema 39
Considere el problema transitorio de difusion y reaccion con cinética no lineal R, en una
particula cilindrica y definido por
1
a_U = _i & B_U — PR
or <£d&\ T d¢
Con la condiciones de frontera e inicial siguientes

En ¢=1 U=U_(r) para 7>0
U esfinitaen0<£<1

Cuando 7=0 U=0 para 0<&<]
Utilice las ideas planteadas en el problema 37 para encontrar el perfil de concentracion
U(&,7) y el factor de efectividad #7(7)bajo la suposicion del falso estado estacionario en

la concentracion de la particula, es decir que el término de acumulacion se desprecia.

Problema 40
En este problema se debe resolver el modelo linealizado del problema anterior sin imponer

la suposicion del falso estado estacionario en las particulas.
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Problema 40

Explore el método de linealizacion de la expresion cinética para obtener una solucion
aproximada para la concentracion del fluido y de las particulas cataliticas para el caso en
que estas se encuentran suspendidas en un fluido perfectamente mezclado. Note que ahora
el problema esta dado por las ecuaciones del Problema 32 solo que con cinética no lineal.

Detalles para la solucion de este problema se encuentran reportados en los trabajos de
Valdés Parada (2004, 2005).

Pagina 248



Capitulo V: Transformada de Laplace Octubre de 2005 J. A. Ochoa Tapia

V. La transformada de Laplace

0. Algunos comentarios sobre el material incluido en este capitulo

En este capitulo se revisa el método de la transformada de Laplace con el objeto de
resolver problemas que tradicionalmente aparecen en el desarrollo de cursos de
fendmenos de transporte, esto es problemas de conduccion de calor y difusion de masa
modelados por problemas lineales de valor inicial.

Por ello se empieza el desarrollo del tema mediante la solucion de la ecuacion diferencial
ordinaria que gobierna la concentracion de reactivo en un reactor isotérmico con
agitacion perfecta en el que existe una reaccion de primer orden. Esto permite la
presentacion de los pasos cruciales para la obtencion de la solucion por este método.
Después se revisa el procedimiento para encontrar algunas féormulas de transformacion
sencilla, esto como explicacion de como puede construirse parte de una tabla de
transformadas de Laplace, lo cual lleva lleva a la introduccion de la Funcién gama y sus
propiedades. Es adecuado revisar este topico dada la frecuencia con que dicha funcion
aparece en problemas de transporte de energia y masa en peliculas liquidas.

Se revisan entonces la solucion de varios problemas de transporte de momentum viscoso,
que son analogos a los de difusién de masa o calor. A través de ellos se introduce el
teorema de Duhamel y la construccion de soluciones de problemas en términos de casos
mas sencillos. Para ello es necesario introducir el uso de la Regla de Leibnitz (la
deduccion se reporta en el Apéndice D). En los ejemplos mencionados se introduce la
funcién error que es esencial para una discusion cuantitativa del comportamiento de la
capa limite y los coeficientes de transporte asociados con ella.

A continuacioén se revisa el método de inversion de funciones en el dominio de Laplace
basado en la formula de Heaviside. Como se podréa ver, de comprenderse esta manera de
obtener inversas, la posibilidad de resolver problemas aumenta significativamente.
Finalmente se introduce la funcién delta y con ella se construye la solucion a problemas
del tipo encontrado en separaciones cromatograficas.

Se proponen mas de 30 problemas al final de capitulo, algunos de ellos estan basados en
resultados publicados recientemente. Es nuestra idea que tales herramientas y conceptos
deben permitir al lector el intentar la soluciéon de una gran variedad de problemas

relacionados a fenomenos de transporte.

Sobre las referencias

Cualquier lector que deseé profundizar sobre el tema debe referirse al texto de Churchill
[3]. Pero podria ser necesario primero revisar los capitulos 12 y/o 5 de los libros de
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Greenberg [4] y Kreyszig [6]. En el libro de Hildebrand [5] se encuentran varios
ejemplos interesantes que el lector deberia revisar antes de pasar a problemas mas
complicados. Todo indica que casos mas complejos a los revisados requeriran del
conocimiento de variable compleja para encontrar la inversa, para ello es recomendable

antes de revisar el texto de Churchill las tres referencias antes mencionadas [4, 5, 6].
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1. Introduccion: Solucién del problema de un tanque agitado con reacciéon quimica.

Este método lleva el nombre de su autor, Pierre Simon (ElI marqués de Laplace), que fue
un astrénomo y matematico francés que vivio de 1749 a 1827.
El método es muy 1til para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales

reduciendo la complejidad del problema inicial.

< Z
EDO = Ecuacion = Soluciéon
Lineal Transformada Algebraica Transformada
de Laplace de Laplace
inversa
< 7l
EDP = EDO = Solucion
Lineal Transformada Transformada
de Laplace de Laplace
inversa

Se empezara a revisar ésta técnica mediante un ejemplo comun en Ingenieria Quimica.
En el problema de reaccion en un tanque perfectamente agitado, como el mostrado en la

Figura 1, el balance de masa resultante es

V‘;—f:Q(q—C)—kCV

<>
0n

0.G,(1)

C 1 . 0.¢(1)
—
—

Figura 1. Reactor perfectamente agitado con volumen
de mezcla de reaccion, V .

que se puede escribir como
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‘Z—f:;—[c,.(t)—c]—kc (1.1)

donde 7=V/Q es el tiempo de residencia promedio. La ec. (1.1) se resolvera sujeta a la
siguiente condicion inicial

C=C, en t=0 (1.2)
Se supondra que la concentracidn en la entrada esta dada por la forma exponencial

C,(1)= C, explar) (1.3)

en donde C,, es una constante. Ahora se introduce la definicion de la transformada de

Laplace dada por
Lif@Oy=[e” f ot (1.4)

en donde s es una constante. La integral resultante es denominada la transformada de

Laplace de la funcion f(¢), y es una funcion de s,
3{f(f)}=F(S)=f(S)=je_”f(f)df (1.5)

A continuacién se aplica el operador definido por la ec. (1.4) a la ec. (1.1). O sea, se

s

multiplica la ec. (1.1) por e *' y se integra en el intervalo [0,e0).

je 4C€ 4 = Lje C dt—Lje-“ Cdt—kje"“ Cdt (1.6)
dt T T 3 0
Notese que el segundo y tercer término de la derecha involucran la transformada de

Laplace (TL) de C(z) o sea

Cc (s)=]:e_‘” C(t)dt (1.7)
0
El primer término de la derecha contiene la TL de C, (¢), o sea
C.(9)=[ e C (e (1.8)
0
El primer término de la ec. (1.6) en la izquierda se puede encontrar integrando por partes
Te ‘g—f di=e™' C(1)| :+sTe_” C(t)ydt =sC(s)—c, (1.9)
0 0

La substitucion de (1.7), (1.8) y (1.9) en (1.6) da

sC(s)-C,= %[Cp—é]—ké (1.10)
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Abhora se necesita completar la integracion en (1.8) para encontrar C_?l (s),
C(s)=[e"" C, ()t
0

=3

< C C
:CiOJ‘ei”eatdt—_ i0 —(s —a)t — i0
0 (s—a) o (s—a)
Por lo tanto, la ec. (1.10) se puede escribir como
— 1 C, — —
sC(s)- C —-=—[——-C]-kC (1.11)
T (s—a)

Condicion
inicial Transformada
de la concentracion
de la entrada

Despejando C(s) de (1.11) se obtiene
CO + QO

C(s)=
s+k+1/7 t(s—a)s+k+1/7)

(1.12)

El problema ahora es encontrar la funcion C(f) cuya transformada de Laplace es C(s),
o sea la transformada de Laplace inversa de C (s),

C(t)=Z"{C(s)}
Si se dispone de una tabla de TL, la operacion de encontrar la inversa de C(s) es mas
facil. Por ejemplo, se ha demostrado que

Ly = [ertetdr = _t (1.13)
o s —a
Por lo tanto la inversa del primer término del miembro derecho de (1.12) es
1 Gy
L ————r=C, exp[—(k +1/7)¢] (1.14)
s+ k+1/7

La inversa del segundo término se puede encontrar de la misma forma si se utiliza el
método de fracciones parciales, o sea
1 _ 4 N B
(s—a)s+k+1/7) s—a s+k+1/7

en donde
1 1

at+k+1/7 a+k+l/7t
o sea, la ec. (1.12) se puede escribir como
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- C, Cio { 1 1 }
C(s)= ++ - (1.15)
S

s +k +1/7 T(a +k +1/7) -a s +k +1/7

Usando (1.13) en (1.15) se obtiene
C(=2"{C(s)} =

=C,exp[—(k +1/7) ¢]

CiO
+
7(a + k+1/7)

fexplat]—exp[—(k + 1/7)¢]} (1.16)

Esta es la solucion al problema. Notese que los pasos fueron:

1. Obtener la TL de la EDO.
2. Despejar la TL de la solucion.
3. Encontrar la TL inversa usando tablas de TL.

A continuacién se muestra la concetracion a las salidad del reactor predicha por la

ec.(1.16). Se consideran varios tiempos de residencia.

C(9/Co

3.0 4.5

Figura 2. Perfiles de concentracion para diferentes valores del tiempo de residencia
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Debemos enfatizar que el método de la transformada de Laplace, usado para resolver el
ejemplo anterior, se basa en la aplicacion de la definicion de la transformada de Laplace
de una funciéon f(¢) al dominio de Laplace
F@=L{fO}=[ e f@di (1.17)
La tranformada integral hace que la dependencia en el tiempo de la funcioén original
funcién de lugar a una cierta dependencia de f(s) con respecto al pardmetro s
(parametro de Laplace). En el dominio de Laplace ya no hay dependencia con respecto al
tiempo pero si con respecto al parametro s . Sin embargo, este como su nombre lo dice es
una constante y es lo que permitié transformar la ecuacion diferencial ordinaria a una
algebraica. Ademas, la transformada es un operador integral y como consecuencia la
trasformada tiene las propiedades de linealidad de ella.
Por otro lado al obtener la inversa se aceptd el que la inversa de una suma de
transformadas es la suma de inversa de cada uno de los sumandos. En forma de ecuacion
esto es
LU () + 26 =L L f(+Z{ &)} = f()+g(0) (1.18)
Esto est4 justificado porque la formula para obtener la funcién £(¢) a partir de f(s), en
otras palabras la inversa &' {f(s)} , asi como la transformada < { f(¢)} ,es también una
expresion integral, y estd dada por
(= 1 . pevit =
fo=2"{f}= 77 lim [ e )ds (1.19)
Esta integral se debe realizar en el plano complejo s, La constante ¢ debe seleccionarse

de tal manera que todos los puntos singulares de f(s) se encuentren a la izquierda de la
linea vertical definida por la parte real de s Re{s} =c. La demostracion no es simple

porque require involucrar ideas relacionadas a la transformada de Fourier y nosotros no
estamos familiarizados totalmente con ellas. Por otro lado, para aplicar la formula y
obtener inversas de ella es necesario tener un conocimiento razonable de variable
compleja e integracion con tal tipo de variable. Sin embargo, hay cosas practicas que

podemos concluir de la formula, ec. (1.17), para obtener la inversa de f(s). La mas

inmediata es que para obtener inversas se pueden aplicar las propiedades de la integral.

Por ejemplo la inversa de una suma de funciones del pardmetro “s” es la suma de la

inversa de cada una de las funciones, ec. (1.18). O en forma mas general

L Haf (5) + e =L { ()} +BL{Z(5)} = af(0)+Pg) (1.20)
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2. Transformadas de Laplace de funciones sencillas

En esta seccién ejemplificaremos como usando la definicion de la transformada de
Laplace se pueden obtener algunas formulas para transformadas comunes. Ademas se
introducira la funcién gama que es muy util en la solucidon de problemas de transporte de
mas y calor en flujo laminar.

Se enumeran a continuacion algunos ejemplos:

a). g{a}zje-“adz=3
S
0

b). Ll }=

S+a

¢). Z{sen(wt) }=ﬁ

d). Z{cos(wt) }=———
S

+0?

e). Zit" }:je-“z" dt
0

Sit=2; da=E
s s
ZAt" }=fe_z (E)” @ _ nIH fe_z z" dz
o s s s

Definicion de la funcion gama

r (x)=Te-f§ S

'n+1)

.
Por lo que Z{¢" }= L
Ahora se revisaran algunas propiedades de la funcion gamma porque ella aparece
frecuéntemente en la solucidon de problemas de ingenieria, en especial cuando se utiliza la
teoria de capa limite en el desarrollo tedrico de coeficientes de transferencia de masa y

calor en peliculas liquidas.
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3. Propiedades de la funcién gama

r (x)=J.: et M=ot +lj.: e't™ dt
X X
—x > TG+
0 X

donde se uso integracion por partes con
u=e' dv=t""dt
[X
X

du=e"dt v=
por lo tanto
F'x+)=xT(x)

que es una formula de recurrencia. Usando esta formula se obtiene

r (1)=je-’dt =1
0

asi

r @=r @1H=1

' 3)=2T(2)=2

I' (4)=3T (3)=3!

' (5)=4T (4)=4-3-2=4!
o sea

' (n+1)=n!

En tablas se encuentran los valores de I' (x) en el rango 1< x<2. Asi, para encontrar

I'(x) enelrango 0 <x <1, se usod

L (x)=x"'T (x+1)

valores
tabulados
Para encontrar I'" (x) cuando x > 2, haga
x = X, + N
o [me
l<x,<2 entero

I'(x+D=x,T (x,)
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T (x,+2)=(x, +1)x, T (x,)
T (x,+3)=(x, +2) (x, + D x, T (x,)
[ (x4 N) =6+ N=1)(x, + N=2)o (5, 4 1), T (3

valor valor
deseado tabulado
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4. Propiedades de la transformada de Laplace
Se ha definido la transformada de Laplace (TL) como

LU Oy=F()=f(s)=] e f)dr (4.1)
para valores de s para los cuales la integral existe.

a). El operador Z’{ } es lineal
Lia fO) + B gy=aZL{ fO}+ LL{g0)} (4.2)

b). La Z{ }de derivadas de f(¢) esta dada por

z{dﬂf}ﬂ" (&) =[" L) +5" 2 FOO) +5" 7 fOO) +...+ /7 7(0)] (4.3)

dt"
Ejemplo:
EZ{%}wf(s) 0 (4.4)
&f{i,t{ }=s 2 £(s) ~[s £(0)+ £V (0)] (4.5)

La demostracion de la ec. (4.3) se puede obtener por integracion por partes sucesivas. El

indice superior indica el orden de las derivadas de f(¢).

¢).La Z{ } delaintegral de f(¢) esta dada por

Al )=~z [ roag (4.6)
demostracion:
3{jf(§) d?}: je af 1) ¢ 4.7
St u=[£Qde; du=f@0)ds
y dv=e'dt ; v=—§e"”

por lo tanto (4.7)

oo

3?{jf(é“) d{}{—%e-“jf(g) d{} +T () dt

© | =
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—~ {10} + ﬁf@) a¢
d). Primer teorema del desplazamiento (shifting theorem).
L f(Oy =1 (s+a) (4.8)
demostracion

L o) =] f 0= (s+a)

e). Segundo teorema del desplazamiento.

Si Y/ (t — a) es una funcion escalon de tal manera que

Wt -a) 0 t<a
—aq)=
1 t=>a
entonces
L{U(t-a) f(t—a)=e"" f(s) (4.9)
Demostracion

LUt -a) f(l—a)}z]ie'” W(t—a) f(t—a)dt= Te f(t—a)dr
si{=t—-a “

LU =a) ft-a)=[e” € "0 f()d{ =€ f(5)

f). Otra relacion util

d" f(s)

S0y = ()

(4.10)

demostracion:

oo

[ef@di==[e [t fO) dt ==Lt £ ()} (4.11)

0

af _d
ds ds

dzf T —st ,2 P (42
— =.([e £ f()dt=Z{E )
dﬂf _(_ noc n
o =(-1)" Z{" f(0)}
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g). Teorema de la convoluciéon

La definicién de la convolucion de dos funciones f(¢) y g(¢) esta dada por la siguiente

formula integral.
Convoluciéonde f y g esta definida por

fre=[f-1)g@dr=|f(2)g(t-7)dz
Prueba:
frg=[ft-7)g()dz

Si u=t—-7 , du=-dr
o sea

0 t
frg=—[f) gt-uydu= [ f(u)gt-u)du
t 0
o0 sea
frg=g*f
El teorema de la convolucion establece que

Lifrgy=L{g*f1=1(5)g(s)=g(s) f(s)

Demostracion

f(s)&(s)=[e"" f(u)du e g(v)dv="F(s)

F(s)= TTe_(” S () g(v) du dv

Si hacemos u =t — v entonces du=dt

Y la primer integral en la ecuacion (4.15) toma la forma

oo

]ie(” Y f(u) du :je'“f(t—v)dt

v

Asi (4.15) toma la forma

F(s) =T]Te’“ f(t-v)g()dtdv

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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ft=v)gve™

Figura 3. Dominio de integracion e integrando de la integral doble dada por la ecuacion
(4.17).

Invocando el teorema de Fubini en la integral anterior se puede invertir el orden de
integracion y obtener

F(s)=Te'”dt j.f(t—v) g(v) dv (4.18)

esto porque (4.17) y (4.18) indican la misma region de integracion (pagina 64-65,
Hildebrand). Noétese que (4.18) da
F(s)=Z{[f*g}

que es lo mismo que

f)g(s)=L{f*g}

Las propiedades que acabamos de revisar junto con el método de fracciones parciales son
unas de las herramientas mas poderosas para invertir expresiones en el dominio de

Laplace al dominio del tiempo. Ahora se revisaran algunos ejemplos.
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Ejemplo 1: Una aplicacién en un dominio semi infinito: la placa sdbitamente

acelerada

El problema que se resolvera corresponde a la situacion mostrada en la siguiente figura:

Figura 4. Placa plana en contacto con una gran masa de fluido. Se muestra el perfil de
velocidad para un tiempo dado y considerando que la velocidad de la placa se mantiene
constante cuando 7> 0.

Si el movimiento del fluido es laminar y por ello unidimensional entonces la componente

de su velocidad paralela a la placa esta dada por la siguiente ecuacion diferencial:

dv 2%y
—r =y L El.1
ot 0y’ ELL)
con condiciones de frontera e inicial
en y=0 v, =v,, parat>0 (E1.2)
cuando y —> e v. >0 (E1.3)
cuando =0 v. =0 (E1.4)
Introduciendo la variable adimensional
u=v_1v, (E1.5)
las ecs. (E1.1) a (E1.4) toman la forma
du o’ u
—=vV El.6
ot 0y’ (E16)
con
en y=0 u=1 (E1.7)
cuando y —> oo u—0 (E1.8)
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cuando =0 u=0 (E1.9)

Defina la TL como

oo

L_l(y,S)=J‘€” u(y,t)dt (E1.10)
0
Tome la TL de la ec. (E1.6)

_ d’u
su—u(y,0)=v—-;, con u(y,0)=0 (E1.11)

dy

y las condiciones de frontera dan
17!=1 en y=0 (E1.12)
s

u=0 para y— oo (E1.13)

La soluciéon de la ec. (E1.11) es

u=Aexp(y\/%)+Bexp(—y\/%) (E1.14)

Para satisfacer (E1.13)

A=0 (E1.15)
y para satisfacer (E1.12)
B= 1 (E1.16)
s
Por lo tanto, u (y,s) es
1
u=—exp(-y ) (E1.17)
En tablas se encuentra
f(s) S ()
lexp( - a\/E) erfc[ij
s Jar
Por lo tanto, la inversa de (E1.17) es
u(y, 1) = erfo(—=—) (E1.18)

AAvi
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porque a=-L

Jv

La funcién complemento de la funcién error, erfc(x), esta definida por

erfc(x)=1-erf(x)=1- %

en donde erf(x) es la funcién error. Las funciones que se acaban de introducir se

je‘fz dé (E1.19)

muestran a continuacion

~
P §
TN A RNAT AT AR

Figura 5a. Funcién error

o
W

g
o

—
9

erfc(x)

=) —_
W <)
\\\\‘\\\\}\\\\‘\\\\

<
o

|
e
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(93]
{
-
[
—
= o1
—
[\S]
w

Figura 5b. Complemento de la funcion error.
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Supoéngase ahora que en lugar de la ec. (E1.12) se tiene ahora la condicion de frontera
en y=0, u=f(s) (E1.20)

Por lo tanto, en lugar de (E1.17) la soluciéon a (E1.11) es

u=f(s) exp(—y\/%) (E1.21)

La inversa de (E1.21) se puede encontrar utilizando el teorema de convolucion ya que

;%l{e"’ %}zLe‘%” (E1.22)

drv
y
LHf () =f(0) (E1.23)
Por ello la solucion u(y,t) es entonces
t y )
u(y,t)y=\ f(t—u)———==cexpl-’4,,) du (E1.24)
[ e genl 4
Otra forma de encontrar la inversa de la ec. (E1.21) es la siguiente: primero recuérdese
que
i,, = Loln (E1.25)
s

es la solucion del problema dado por la misma ecuacion diferencial que (E1.21), que es

finita cuando y — oo, pero tiene la condicidn de frontera

En y=0 if,(s) =§ (E1.26)

Por lo tanto la ec. (E1.21) se puede expresar como

u=s f(s) u,, (E1.27)
Notese que
a ustep — —
< o, ("5 T Uy, (t=0)=su ,, (E1.28)
y por lo tanto
-1 — auste
‘f— {S u slep} = a—p (E129)
t

Utilizando este resultado conjuntamente con el teorema de la convolucion para encontrar

la inversa de (E1.27) se llega a
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t 8 ump
u(p0)=[ f-7)="2(y,7)dz
0 ot
Una forma alternativa del resultado se puede encontrar utilizando

L' O} =5f(s)= f(0)

Por lo que la ec. (E1.27) se puede escribir como

u= f(O) ﬁs[ep + g{f '(t)}l’_l step

Al tomar la transformada inversa se llega a

u(,0)= fO) (50 + [ [ =7 )1, (,7) dT

Se puede utilizar la regla de Leibnitz para obtener

[ =), () de = f =), (1) de

(E1.30)

(E1.31)

(E1.32)

= S (0) g, (v, ) D) + [ () 1, (3,) (0)  (E1.33)

Que al substituirla en la ec. (E1.32) permite encontrar

w0= o[ =T, () de

(E1.34)

Las ecs. (E1.30) y (E1.34) son dos formas de la féormula de Duhamel que permiten

encontrar u(y,¢)a partir de la solucion u,,(v,?), que satisface el mismo problema que

u(y,t) pero con la condicion inicial
0,1)=1

u step

La soluciéon correspondiente u(y,¢), al sustituir (E1.18) en (E1.34), al problema con

u(0,¢) = £(£) es

u(y,t)= %L’ f(t—r)erfc{ J }dr

JAv T

(E1.35)
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5. Una férmula de Duhamel generalizada.

La ecuacion de conduccion de calor en estado transitorio es:

Vi, e Q .1)
dt

en donde V’ es el operador Laplaciano en cualquier sistema de coordenadas y la
difusividad térmica es constante.

La solucion de la ec.(5.1) esté sujeta a las condiciones indicadas en la figura, que son

en I u=f (1) (5.2a)

en ['* u=0 (5.2b)

cuando 7=0 u=0, en todo Q (5.2¢)
I

/ u=f(1

Figura 6. Sistema de dominio Q y frontera constituida por las partes I'* y I'". En la
primera parte de la frontera se establecen condiciones de Direchlet homogéneas y en la
segunda parte no homogéneas.

La TL de la ec.(5.1) sujeta a (5.2¢) es
su=aViu (53)

y de las condiciones de frontera (5.2a) y (5.2b)
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en T u=f(s) (5.4a)

en ['* u=0 (5.4b)

Si v(x,y,zt) es lasolucion a la ec.(5.1) con condiciones (5.2b) y (5.2c) pero en donde
(5.2a) es substituida por
en I v=1 (5.2a"

o0 sea en I V= 1 (5.4a")
s

El parametro s es una constante en la ec. diferencial lineal homogénea (5.3), por lo tanto

s f(s)v
también es una solucion de esa ecuacion. Pero esta nueva solucion debe satisfacer las

siguientes condiciones obtenidas de (5.4b) y (5.4a")

en ['* sf(s)v=0 (5.5b)
en T sf(s)yv=f(s) (5.5a)

que son iguales a las condiciones para # , por lo tanto
u(x,y,z,5) =5 f(s) v(x,9,2,5) (5.6)

recuérdese que

%{Q}zsf}
0t

sujeta a la condicion inicial v=0 en ¢ =0. Por lo tanto la TL inversa de (5.6) es

u(x,y,z,t)= J.Ot fi-7 )%v(x,y,z,r )dt (5.7)

u(x,y,z, t)=%j{: f@-7t)vix,y,z7)dr (5.8)
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Ejemplo 2: Movimiento de un fluido en un canal en donde una pared se mueve a
velocidad constante.
Supéngase ahora que las condiciones de frontera en el problema de la placa que se
acelera subitamente, y resuelto como Ejemplo 1, se cambian a
en y=0 u=1 (E2.1)
en y=/ u=0 (E2.2)

o sea ahora el dominio es finito tal como se muestra en la siguiente figura:

Figura 7. Movimiento de un fluido entre dos placas paralelas. Inicialmente el fluido y
placas estaban en reposo. Después, stibitamente la placa superior se pone en movimiento
a la velocidad constante v,. Los perfiles de velocidad mostrados esquematicamente

corresponden a diferentes instantes.

La forma adimensional del problema es

wLE aa;‘ (F2.3)
en Y=0 u=1 (E2.4)
en Y =1 u=0 (E2.5)
cuando 7=0 u=0 (E2.6)
donde
r:% , Y =€l (E2.7)

Las TL de las ecs. (E2.3) a (E2.5) son

Pagina 270



Capitulo V: Ejemplo 2 Octubre de 2005 J. A. Ochoa Tapia
_ d’u
SU=——+ E2.8

17 (E2.8)

_ 1
u=— en Y=0 (E2.9)

S
u=0 en Y=1 (E2.10)

La solucién de (E2.8) es

[tzAsenh(Y\/;) + Bcosh(Y\/;) (E2.11)

Utilizando las condiciones de frontera dadas por las ecs. (E2.9) y (E2.10) se encuentra

O s€a

B=—

1 senh(\/g)cosh(Y\/g) — cosh(\/g)senh(Y\/E)

N

N

senh (\/E )

(E2.12)

(E2.13)

| senh[(l—Y)\/q 1 {e(l-Y)ﬁ _

senh(\/g) s

Entonces se tiene que encontrar la inversa de

Se introduce

y como

1-x

o {eu—mﬁ _ e—(l—vw}

s e
x=e"zﬁ
:1+x+x2+x3+x4+...:z x"
n=0

La ec. (E2.14) se puede escribir como

u=

§ n=0

(E2.14)

(E2.15)
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oo e—(Y+2n)\/; o e—[2(1+n)—)’:|\/;
u=y — - y— (E2.16)

s o s

En tablas de transformadas de Laplace se encuentra

. e_k“g _ k
< { . }—erfc[z\/;]

Por ello la inversa de (E2.16) es
. Y+2n = 2(1+n)—Y
u(Y,r)=) erfc| —| - erfc| ————— (E2.17)

La inversa de (E2.14) también se podria encontrar utilizando variable compleja. Debe

notarse que el resultado mostrado en la ec. (E2.17) es de la misma forma que el

determinado por separacion de variables.

Evaluacion de la solucion ecuacion (E2.17)

=
N
o)
)

0.2 .\\9.04

\‘\‘\0,01 A
% 720001
0.0 N e
. T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 8.- Perfiles de velocidad a diferentes tiempos.
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6. La formula de Heaveside para la inversa de concientes de polinomios

La inversa en el problema anterior no se encontré en forma inmediata, fue necesario un
proceso elaborado para representar la funcion G(s) en una serie infinita con términos que
se pueden encontrar en las tablas de integrales. Deseamos ahora introducir un

procedimiento mads sistematico, este se basa en la féormula integral, mencionada en la

Seccion 1, para encontrar la inversa de f'(s)

FO=2"{F@)} =5 tim [ Fs)ds (6.1)

Se dijo que la integral se debe realizar en el plano complejo s, La constante ¢ debe

seleccionarse de tal manera que todos los puntos singulares de f(s) se encuentren a la
izquierda de la linea vertical definida por la parte real de s Re{s} =c.
Un resultado de aplicacion practica directa es cuando se tienen funciones que no son

multivariadas con singularidades aisladas. Este es el caso cuando f(s) esta dado por

7(s)= L)
f(s) 00s)

En donde P(s) y Q(s) son polinomios de orden m y n respectivamente de potencias

(6.2)

enteras del parametro s. Para que la transformada inversa exista el orden de P(s) debe

ser menor que el de O(s), n>m . Entonces Q(s) puede expresarse como

O()=(s =4, ) (s =t ) (s =1 (s~ 14) (6.3)

En donde todos los valores x4, i,,..., &4, son diferentes entre si y cuando “s” toma tales
valores Q(u,)=0. Entonces se dice que estas son las singularidades aisladas de Q(s) y

son de primer orden. Al aplicar el célculo de integrales en el plano complejo se obtiene

fO=2"{7}=3, gf(’;f))exp(ﬂkr) (6.4)

En esta Q'(x,) indica la derivada de Q(s) con respecto al parametro s y evaluada en la

singularidad g, .

Debe insistirse en que las funciones P(s) y Q(s)deben ser univaluadas, de otra forma la

formula (6.4) no puede aplicarse. Ejemplos de funciones univaluadas son
f(s)=s",n=0y entero f(s)=sins f(s)=exps

Y de multivaluadas
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f(s)=Nls f(s)=Tns fs)=sinds  f(s)=exps
Estds dos ultimas son multivaluadas como consecuencia de quex/g lo sea, y se puede
observar al expandir en series de Taylor sin Js y expx/g , asi
Js) (V) ()
N5 () ()
3! 5! 7!
2 3
o) ()
—+

f(s)=exp«/§=1+«/§+2—!+ 3

f(s)=sin/s =+/s -

Note que la expansion en series de Taylor también indica porque las dos siguientes

funciones no son multivaluadas

RO B

f(s)=cosvs =1- o + TR +...:1—2—!+4—!—a+
f(s)_M_L [_(\/;)3_'_(\/;)5_(\/;)7 s s s
s s 300 s 7 T T3 s

Ahora se presentaran algunos ejemplos de la aplicacion de la formula de Heaveside, ec.

(6.4).

Ejemplos 3:
Ejemplo 3.1:
1

(s—a)(s-b)

en este caso se identifican P(s)=1y Q(s)=(s—a)(s—b). Como consecuencia i, =a y

Obtener la inversa de ]_”(s) =

U, =b . Asi la inversa buscada al aplicar la formula (6.4) es

! . exp(at)+ exp(bt) = ! . (exp(at)—exp(bt))

a— —a a—

f=

Ejemplo 3.2:

Obtener la inversa de f(s) =

(s—a)(s-b)
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en este caso, muy parecido al anterior, se identifican P(s)=s y O(s)=(s—a)(s-b).

Como consecuencia &4, =a y M, =b. Asi la inversa buscada al aplicar la formula (;?) es

a

f(t)= bexp(at)+ exp(bt) = lb(aexp(at)—bexp(bt))

a-— b—a a-—

Ejemplo 3.3:
-5
(s=a) (s=)

En este caso la formula (6.4) no puede aplicarse directamente pues en este caso

Obtener la inversa de f(s) =

O(s)=(s —a)2 (s—b) tiene una raiz repetida. La inversa se puede obtener utilizando el

teorema de convolucién y la formula (6.4).

Ejemplo 3.4:

senh(\/gx)
senh(\/g )

Si se seleccionan P(s) = senh(x/g x) y O(s)= senh(«/; ) no se puede aplicar la formula

Obtener la inversa de f(s) =

(6.4) pues la expansion en series de Taylor nos indica claramente que son funciones
multivaluadas:

P(s):senh(ﬁx):\/gx+(\/§3!x) +(\/§_|x) +(\/E7:C) +...

W5) () ()

+
3! 5! 7!

Q(s)zsenh(\/;):\/g+

senh(\/gx) senh(\/g )

Sin embargo, si se seleccionan P(s)= T y O(s)= T la expresion que
s s

se desea invertir no se altera y ademas la expansion en series de Taylor nos indica que
ambas selecciones son funciones univaluadas
2 4 6 2 3
b5 (o (5 (5 fe) () (o)
+

=x+ + + +..=x+

+ +
Js 31 51 7! 3! 5! 7!

P(s) =
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senh(«/g) s & 5

QW) =— =3 5t

Tendremos entonces

senh (/s x
senh (f ( )

f(S)_senh( a B senh \/_/
\/_

a la cual es posible aplicar la formula (6.4). Al proceder a buscar las raices de Q(s) se

(E3.4.1)

encuentra que no tiene ninguna raiz real pues la Unica posibilidad es s =0 y la misma

expansion en series nos indica que

limQ(s) =1
s—0
Asi deben buscarse raices imaginarias y para ello se realiza el siguiente cambio de

variable /s = ,u\/—_l = Ui

De esta manera la ecuacion (3.4.1) toma la forma

En donde se uso la identidad senh (iy)=isen(y).

Es bastante claro que las raices del divisor sen(,u % son 4, =nz endonde n=1y es

entero. Ahora es necesaria la derivada de Q(s) con respecto al parametro de Laplace, y
esta es

i senh(\/gy ~ cosh(\/g )—senh(\/g)( 1 j_ cosh(\/g )—senh(\/g)
ds Js |~ Js 2Js - 2s
que evaluada en los polos de Q(s) es

senh \/_/ _ cos ,u )—1_ cos(,un )—sen(,un )_ (—1)”+1 (-
ds Js 24 T 2n’r? C2nimt 2nA?

Notese también que

(><y

Asi al aplicar la formula (6.4) se obtiene la inversa
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senh(\/g ) o (-1)'

2n*n?

f=r"

exp(—nzﬂzt)

o finalmente

h p=eo
I M =2r n(—l)nsen(nﬂx)exp(—nzﬂzt)

senh (\/E ) =1

En este ejemplo se pudo ver como la férmula puede aplicarse para el caso en que tanto

sen (/s x sen (/s
P(s)= ( %g como QJ(s) = ( %g son polinomios con un nimero infinito

de términos. Al mencionar esto se levanta la duda sobre cuél de los polinomios es de
mayor orden ya que antes dijimos que el orden del denominador debe ser mayor que el

del numerador. Esto puede comprobarse demostrando que

lim f(s) = limM
s s senh(x/g )

—0

Para esto podemos expresar

senh(\/gx) _ exp(x/gx)—exp(—\/;x) _ exp(—\/g[l—x])—exp(—\/§[1+x])
senh(\/g) exp(x/g )—exp(—\/;) 1—exp(—2\/§)

1jmf(s)%%=0 para 0<x<l

f(s)=

En los ejercicios propuestos mas adelante se solicita la solucion de problemas similares a
los anteriores para que se puedan aclarar dudas sobre los aspectos de aplicacion de la
formula (6.2)
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Ejemplo 4: Movimiento de un fluido en un canal en donde una pared se mueve
arbitrariamente.

El método de la transformada de Laplace algunas veces es util cuando se combina con el
método de separacion de variables. Esto se mostrara a través de la solucion del problema
que se resolvio en el ejemplo anterior pero en este caso el movimiento de la placa
superior no estd restringido a velocidad constante. La situacion se muestra

esquematicamente en la figura siguiente:

Fluido

Figura 9. Movimiento de un fluido entre dos placas paralelas. Inicialmente el fluido y
placas estaban en reposo. Después, subitamente la placa superior se pone en movimiento

a la velocidad constante v=v, f(¢).

Por lo anterior el problema a resolver esta dado por

du Ju

o2 E4.1
or 09X’ (B4-1)
cuando 7= 0, u=0 (E4.2)
en X = 0, u=f(7) (E4.3)
cn X =1 u=0 (E4.4)

Utilizando la transformada de Laplace en las ecs. (E4.1)-(E4.3) se llega a
d’u

= E4.5

su e ( )
con

u=f(s) en x=0 (E4.6)
u=0 en x=1 (E4.7)

La solucion del problema de valor en la frontera dado por las ecs. (E4.5)-(E4.7) es
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senh [(I—X)\/E]
senh\/g

La solucion para problema de valor en la frontera dado por las ecs. (E4.5) y (E4.7) y la

u=f(s

(E4.8)

condicion de frontera

V= 1 en x=0 (E4.9)
s
senh [(I—X)\/;}
es sv= (E4.10)
senh /s
Por ello al combinar las ecs. (E4.8) y (E4.10) se encuentra
u=s f(s)v (E4.11)
Lo que demuestra que se puede usar la formula de Duhamel
Q0 ¢
u(en)= o[ fE-On(xg)de (E4.12)
T
donde v(x,& ) es lasolucién a
dv 0°v
—= E4.13
or 00X’ ( )
con
cuando T =0, v=0 (E4.14)
en X = 0, v=1 (E4.15)
en = 1, v=0 (E4.16)

La solucién de este problema que lo encontramos anteriormente utilizando el método de

TL también puede obtenerse por el método de separacion de variables utilizando la

superposicion
v=vy +V (E4.17)
Que lleva a los dos siguientes problemas:
d*v
=0 E4.18
dx? ( )
v, = en X=0 (E4.19)
v, =0 en X =1 (E4.20)
9V _J0 v (E4.21)
T 00X’ '

v=0 en X=0 (E4.22)
v=0 en X=1 (E4.23)
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j=—v(X) en 7 =0 (E4.24)
Cuyas soluciones son
v,=1-X (E4.252)
i=Ya,¢ " sen(4, X) (E4.25b)
n=1
En donde A, =nm, n=1,2,3,...00
Por lo tanto V(X, T) es
v=l-X+Ya,e*" sen(d, X) (E4.26)
n=1

Ahora se puede utilizar la formula de Duhamel (E4.12) para encontrar u (X , Z')

u(X,T):%IOT (1-X) f(z - &) dE

%L’ f(r=¢ )ian e e sen(ﬂ,n X) d& (E4.27)
Utilizando la Regla de Leibnitz -
u(X,7 )=(1-X)[" %f(z‘—f V& + (1-X) £ (0)

+ ian sen(ﬂn X) {%J‘OT f('[ -£ )e—ﬂ,ff dg”} (E4.28)

Para el caso particular en que

f(r)=7, f(z=¢ )=1-¢ (E4.29a)
d
L[ f(c - ))=1 (E4.29b)

Por ello tendremos que la ec. (E4.28) toma la forma:

u(X.7)=(1-X)+Ya, sen(2, X) [T ¥ dg (E4.30)

n=1

Empleando nuevamente la Regla de Leibnitz llegamos a

_sen (n7 X) [1 e ("”)2’} (E4.31)

o

u(X,7)= Z

A continuacion se muestra la evaluacion de la ec (E4.31).
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10

10,0

U(x7)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 9a. Perfil de velocidad en el canal
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Ejemplo 5. Conduccion de calor en una barra cilindrica sujeta a una temperatura

exterior arbitraria.

En este ejemplo se demostrard explicitamente que lo discutido anteriormente no estd

restringido a la solucion de problemas en sistemas de coordenadas cartesianas. Por ello

nos referiremos a la situacion de conduccion de calor mostrada en el siguiente esquema:

u=f(t)parat >0

- .

-

Figura 10. Barra cilindrica que inicialmente se encuentra a la temperatura u =0, y a la

ue en el instante # =0 se le aplica la temperatura exterior u = (7).
q p p

El problema que se debe resolver estd dado por
Ju 19 £ ou
ar £9¢ ( _]

Sujeta as las condiciones

u=f(7) en £ =1, para 7>0
u=0 cuando 7 =0, para 0<&<I

De acuerdo a la formula de Duhamel a solucion es

wE0= [ fa-OnE.0ag

en donde v(£,7) esta dado por

con
V:1 cn f =
T

La solucion a (ES.5) se encuentra utilizando la superposicion

(ES.1)

(E5.2)
(E5.3)

(E5.4)

(E5.5)

(E5.6)
(ES.7)
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v=v .+ Vv
que requiere la solucion de los siguientes dos problemas

1 d dv
— ¢ “j=0 (E5.8)

& dg ( dg
v, =1 en & =1 (E5.9)
ov_1 o (0w #5.10)

v & 05" 9d¢
v=0 en & =1 (E5.11)
v=—v(&) cuando 7 =0 (E5.12)
La solucion de del problema dado por (E5.8) y (E5.9) es

v, =1 (E5.13)

Usando el método de separacion de variables para resolver el problema dado por las ecs.
(E5.11)-(E5.13) se encuentra

v(&,7)= ian et U, (4, ¢) (ES.14)

En donde los valores propios A, son las raices de

Jo(4,)=0,  n=12,.. e (ES.15)
v(E,7 )=1+v= 1+ian e‘”’JO(/inf ) (E5.16)

De la substitucion de (E5.16) en (E5.4) se obtiene la solucion para el problema planteado
por las ecs. (E5.1)-(ES5.3)

W@ o= [0 @ —Elag s O

+§an Jo(4, € ){;—Tﬂ f@ =yt d(} (E5.17)
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7. Funcion delta y su transformada de Laplace

En esta seccion se definird la funcion delta, se revisaran algunas de sus propiedades y se
ejemplificara la importancia de su uso al plantear la solucion de problemas en términos
de situaciones mas sencillas: respuestas a funciones delta. Se comenzara considerando la

funcion

f(t)= para a<t<b (7.1)

1
(b-a)

y cero en el resto del dominio de ¢ . Esta funcion se muestra en la siguiente figura:

f(1)

a b

Figura 11. Funcidon impulso finito en el intervalo a <t <b.

Notese que

J- f(t)dt=1 ,independiente de b - a (7.2)
0

La definicion de la funcidn delta es

S (t—a)=lim f(¢) (7.3)

b— a

La magnitud de f(¢z) tiende a o= cuando b se aproxima al valor de a, y el tamafio

del intervalo [a,b] va a cero, sin embargo el area bajo la curva sigue siendo 1.
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Considérese ahora la integral

I= J o) £(6)di = ! - J g(t)dr (7.4)

En donde g(t) es una funcién arbitraria del tiempo. Usando ahora el teorema del valor
medio se obtiene

Si se toma el limite cuando b — «a

oo

I=1im [g() £ () di=[ (1) 5(:-a)d

0

=lim g = g(a) (7.5)
o0 sea
jg(t) d(t—a)dt=g(a) (7.6)

0

Esta propiedad se puede utilizar para obtener

oo

J-e_”5(t—a) dt=e"" (7.7)

0
0 S€a

Z{S(t-a)}=e" (7.8)

Notese que de la ec. (7.7) se puede obtener también

=

Je‘”d (r)dt=1 (7.9)

0

Ahora se buscara cual es el valor de la derivada de la funcion escalon unitaria definida
por:

Péagina 286



Capitulo V: Funcion delta Octubre de 2005

J. A. Ochoa Tapia

1 t>a

@/(z—a):{o

t<a

Comenzando con

thg(t)dt=@?/(t—a)g(t)‘: —T@/(t—a)d—gdt

Comparando este resultado con la ec. (7.6) se concluye

d[%c(;_a)]:é‘(t—a)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

La utilidad de lo anterior se encuentra en que la respuesta a funciones arbitrarias se

pueden encontrar en términos de la respuesta a funciones J(¢) o a funciones 7/ (¢). Para

ejemplicar esto se presenta la solucion del modelo de un cromatografo muy sencillo.
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Ejemplo 6: Un cromatografo muy sencillo

En este ejemplo se resolverd el modelo més sencillo que representa el proceso de
separacion cromatografica. En la figura siguiente se muestra en forma esquematica el
sistema bajo consideracion y se supondrd que su longitud, L, es mucho mayor que su
didmetro, 27, , por ello se impondra la condicion de salida cuando la coordenada tiende a
L/r,>>1. Las condiciones de flujo son tales que el coeficiente de dispersion total es
D*.

Flujo .......................................................

z=0 z=L

Figura 12. Sistema cromatografico de longitud muy grande en el que se alimenta un

flujo con velocidad promedio (v, ).

El problema de separacion de un soluto que no tiene interaccion ni con la pared, ni con

otros solutos o el solvente estd gobernado por la siguiente ecuacion diferencial

adimensional:
oU 0’U JU
LU _ 19y E6.1)
Pe dr PedZ” 0Z
sujeta a las siguientes condiciones de frontera e inicial
En Z=0 U=F(r) para 7>0 (E6.2)
Cuando Z>>1 Uesfinita 72=0 (E6.3)
Cuando 7=0 U=0 Z=20 (E6.4)
Las variables y parametros adimensionales utilizados son los siguientes:
tD*
v=C z7=% .- ' pe= V) (E6.5)
C, 7, 7, D*

En la ecuacion (E6.2) F(7) representa la concentracion de alimentacion, y en (E6.5) C,
indica una concentracion de referencia. Resolveremos el problema para las tres siguientes
funciones de alimentacion:

pulso infinito
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en Z=0 U, =0d(r), 7>0 (E6.6a)
escalon
en Z=0 U, =), 7>0 (E6.6b)
pulso finito
en Z=0 U, =U)-U(rt-1,), 7>0 (E6.6¢)

Para indicar la respuesta a cada una de las siguientes alimentaciones usaremos el

subindice k en U. Por ello la ec. (E6.4) en el dominio de Laplace toma la forma

2_ 7 —_—
d Uz" _pedYt T 2o (E6.7)
dZ dZ

en donde U es la transformada de U, , dada por

LUNZ, 1) =Ui(Z,5)=Us (E6.8)
La solucion de (E6.7) es
- _ 2 12
Ui =4, exp|: [Pe (Pez t45) )z} (E6.9)

en donde se ha utilizado el que U es finita cuandoZ >>1, y A, es una constante de
integracion. En el dominio de Laplace la condicion de frontera en Z =0 dada por las ecs.
(E6.6) toma la forma

k =1 pulso infinito

en Z=0 U ,=Upu=1 (E6.10a)
k =2 escalon
en Z=0 U, =Uew :é (E6.10b)
k =3 pulso finito
en Z=0 U,=Upu= %—%exp(—z‘z 5) (E6.10¢)
Usando (E6.10a) en (E6.9) se demuestra que A4, =1, por lo tanto
Ur=Uni :exp{ [Pe_(Pe;MS)M]Z} (E6.11a)

Usando las condiciones dadas por (E6.10b) y (E6.10c) se encuentran 4, y 4;,y U, y
U en términos de U

U, =1 Ui (Z,5) (E6.11b)
S
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Us = (l—lexp(—r2 s) ) U i (Z,s) (E6.11¢)
s s

La inversade U es

172
1
U, =U(Z1)=2 - | exp[-(Z-7Pe) /47] (E6.12a)
4rt
La obtencion de esta inversa involucr6 el uso del teorema del desplazamiento. Ahora es
posible obtener la inversa de U> en términos de U o (Z,7) usando el teorema de la

convolucion. Asi de (E6.11b)
v.2.0= [ Unz.0d (E6.12b)
0

La inversa de Us no es muy complicada si se utiliza el teorema de la convolucion, se
reconoce que la variable de integracion es ¢,y que

0,l>27-71,

L, {<r-1,

Ul/(f—é“—fz):{

Por lo que (E6.11¢) se puede escribir como
vz.0= [ unzodg
0

T

-[ w@-¢-n) U (2.0 d¢

0

0 sea U3(Z,T)=J. Uu(Z,8)dg - J U,u(Z,0)dg
0 0
Y finalmente U,(Z,7)= J‘ Un(Z,8)dg (E6.12¢)

Debemos hacer notar que la respuesta a una funcion arbitraria F, (7) se puede escribir en

términos de la respuesta a un pulso infinito si se usa el teorema de la convolucion
Uk(Z,T)zj F(t-QU,.(Z,0)dS (E6.13)
0

A continuaciéon se muestran algunas de las predicciones obtenidas con el modelo
resuelto para los casos en que se alimenta un pulso infinito y un escaloén unitario al

cromatografo. Los resultados han sido obtenidos a partir de las ecuaciones (E6.12a) y
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(E6.12b). Los detalles del procedimiento de la evaluacion se pueden consultar en el

trabajo de Ochoa y Alvarez (1996).

1.0
1.07 0.8{7
087 0.6+
il nd ]
0.67 041
G ]
0.4 02l
02 ]
] 0.0 N
1 0 2 4 6 8 10 12 14
0.0t o b T r
0 20 40 60 80 100 120 140 160
T
a) Pe=1 b) Pe=10
50.0+ 1000
40.0+ 800+
30.04 6004
Uu 1 Uu 1
200+ 400+
1004 2001
0.0 AP o;;;;m
0 02 04 06 08 1 12 0 002 004 006 008 01 012
T T
¢) Pe=100 d) Pe=1000

Figura 13. Respuesta del cromatografo en Z =100 a un pulso infinito alimentado en
Z =0 para diferentes nimeros de Péclet. Cada una de las figuras corresponde a un

cromatograma de un cromatografo de longitud iguala L/ D =100.
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107 1.0
08t 0.8
06t 06T
i i lj;f

047 04T
0.2 0.2
Ooﬁ—[;\%f P T Y R AT

0 5 10 15 20 25 0 20 40 60 80 100 120

z z
a) Pe=1 b) Pe=10

100 100,07

] 800}
801 ]

] 60.0
601 1

R 40.01-

nd 4 1]

4.0+ ]

1 200+
20+ ]

] ot——t—t——t—
00 B ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 9000 9500 10000 10500 11000
. 900 9&0 94‘10 9‘60 9‘80 10‘00 1020 Z

z
c) Pe=100 d) Pe=1000

Figura 14. Respuesta del cromatografo cuando =10 a un pulso infinito alimentado
en Z=0 para diferentes nimero de Péclet. Cada una de las figuras corresponde a la
distribucion de concentracion a lo largo del cromatografo en la zona en donde hay soluto,

en el resto del cromatografo no hay.
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1.0 1.0
081 081
0.61 0.61
U@SC - U(’S( -
047 0.4+
0.2} 02+
0.0 0.0t
0 50 100 150 0 2 4 6 8 10 12 14
T T
a) Pe=1 b) Pe=10
1.0 1.0
0.8+ 0.8+
0.6+ 0.6+
U@SC - U@SC B
041 041
02+ 02+
0.0t 0.0
000 020 040 060 080 1.00 120 0 002 004 006 008 01 012
T T
¢) Pe=100 d) Pe=1000

Figura 15. Respuesta del cromatdgrafo en Z =100 a un escalon unitario infinito
alimentado en Z=0 para diferentes nimero de Péclet. Cada una de las figuras

corresponde a un cromatograma de un cromatédgrafo de longitud iguala L/ D =100.
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1.0+ 1.0
0.8+ 0.8
0.61 0.6]
Ve 1 Ue
0.4+ 0.4
02+ 0.2
0.0 e 0.0 Fr e
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Z - Zmin Z - Zmin
a) Pe=1 Z_ =0 b) Pe=1 Z_ =8337
L0 L0
0.8+ 0.8
0.6+ 0.6
Uwe 1 Uwe 1
041 0.4
02+ 0.2
0.0t b e 0.0-Frrrr e e
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Z - Zmin Z - Zmin
¢) Pe=1 Z_. =98081 d) Pe=1 Z_ =99785

Figura 16. Respuesta del cromatografo cuando 7=10 a un escaldn unitario alimentado en
Z =0 para diferentes nimeros de Péclet. Cada una de las figuras corresponde a la
distribucion de concentracion a lo largo del cromatografo en la zona en donde hay soluto,

en el resto del cromatografo no hay. Notese que solo se ha graficado la zona donde hay una
cantidad significativa de soluto y a la posicion se ha restado Z_, .
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Problemas propuestos

Problema 1

Use la transformada de Laplace para resolver el problema definido por la ecuacion

diferencial
9z,9z_, )
ox Jt
sujeta a la condicion inicial
z(x,0)=1 (2)
y definidaen —eo < x <400,y 0 <t <00 3)

Problema 2

Use la transformada de Laplace para resolver el problema definido por la ecuacion

diferencial
dz 0dz
PR TR ®
sujeta a las condiciones iniciales
z(x,0)=1 ()
2(0,¢) =1 ()
ydefinidaen 0 S x <+4o0,y 0<f <o €))

Problema 3
Use la transformada de Laplace para resolver el problema dado por la ecuacion
diferencial
0’ 10°
= M)
dx° ¢ dt
sujeta a las condiciones
P(.0)=0, ¢,(x,0)=0, p(0.1)=cos(wr) @
y definidaen 0 < x <400,y 0< ¢t < oo 3)

Problema 4
Use la transformada de Laplace para resolver el problema dado por la ecuacion

diferencial
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0’ 0’
5= 0
ox~ Jt
sujeta a las condiciones
p0)=1 g(x0)=1, (0,0)=1 @
ydefinidaen 0< x <400,y 0 <t <00 3)

Use la transformada de Laplace para encontrar y expresar la solucion de los dos

siguientes problemas en términos de la propiedad integral de convolucion

Problema 5
dzy 2
+w’y =gl(t
1 y=g(1)
Sujeta a yoy=0, y ¥ -
dt|_,

Note que g(¢) es una funcion diferenciable cualquiera.

Problema 6
Resuelva
d4
7 t4y -y=g(@)
2 3
Sujeta a v(0)=0, ﬂ =0, d ); =0, d);
dtx:O dt - dt -

Note que g(¢) es una funcion diferenciable cualquiera.

Problema 7

(1)

2)

(1)

2)

Utilizando el método de la transformada de Laplace resuelva el siguiente problema dado

por dos ecuaciones de primer orden acopladas:

dx dy 5 .4
dt  dt
4x, 4V 30 3y-2
dt  dt
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Cuando =0, x=0, y=0
Debe encontrarse x(¢) y y(7).

Problema 8
Utilizando el método de la transformada de Laplace resuelva el siguiente problema dado

por dos ecuaciones de primer orden acopladas:

ﬂ+3ﬂ+y=4et
dt d

dy

———y-x=0
T

Cuando ¢=0, x=0, y=2
Debe encontrarse x(¢) y y(¢).

Problema 9
(Problema 22.0, Bird et al, 1960)
Se desea producir una sustancia B en un reactor tipo tanque agitado en el que ocurre la

siguiente reaccion:

A::‘>B%C

En el instante cero se introduce en el reactor una solucion de 4 de concentracion C,, y
con un flujo volumétrico constante Q. Obtenga una expresion de la cantidad de B
existente en el interior del reactor en el momento en que se llena hasta su capacidad total
V, suponiendo que la alimentacién no contiene B y que no hay variacion en las
propiedades del fluido.

Sugerencia: planteé los balances de materia de 4 y B y resuelva simultdneamente por el

método de la transformada de Laplace.

Problema 10
(Problema 22.N, Bird et al, 1960)

Considerar N reactores tipo tanque agitado de igual volumen V en serie. Al inicio se

introduce en el primer reactor una solucion de A con concentracion C,, y flujo
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volumétrico constante (). La corriente de alimentacién contiene trazas de catalizador

disuelto, de tal forma que se llevan a cabo las siguientes reacciones:

A C

ky ky

B

k., k.,

Obtenga una expresion para la concentracion de cualquier componente en el tanque N en

cualquier instante.

Problema 11
(Problema 19 K Bird et al, 1960)
Un modelo para la transferencia del soluto 4 entre los solventes mutualmente inmiscibles

1y Il esta dado por las ecuaciones diferenciales

aC, 0°C,

= , en —oo<z<0 1
ot "9z z M
0C 2°C
5 D o O<z<iee @

En donde C, y C, son las concentraciones en los solutos /'y /I respectivamente. Las

condiciones de frontera e iniciales son

En z=0 C,=KC, para t>0 (3)

En z=0 -D, aa—CZ’ =-D, aaCZ” para >0 4)
En z—-w (,=C, (5)

En z—+e C,=C,, (6)

Cuando ¢t=0 C,=C,,, en —oco<z<0 (7)
Cuando ¢t=0 C,=C,,, en 0<z<+oo 8

Enlaec. (3), K es la constante de reparto del soluto entre las fases. Resuelva el

problema y demuestre que las concentraciones estan dadas por

c-c, _1+erf(z/ 4Dt )

= )
C110 -K CIO K+ 4\ D1 /Dn
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C,~Cpe _1—erf(z/ 4D,,z)
Co=Cyo/K 1/K+D,/D,

(10)

Problema 12
Un problema de difusion y reaccion en una particula catalitica con reaccion de primer

orden esta dado por la ecuacion diferencial
oC

—az'A :Dgf.VZCA ~k,C,, en Q (1)

Y las siguientes condiciones de frontera e inicial

En I' C,=C, para t>0 (2)

Cuando ¢t=0 C,=0, en Q 3)

En las ecuaciones Q y I' indican respectivamente, el dominio que define la particula y
las fronteras del dominio. Demuestre usando la transformada de Laplace que la solucion

del problema es
C, = fexp(~k,1) +k€,,j; fexp(k,)ds (4)

En donde f es la solucidon al mismo problema pero sin reaccion quimica.

Problema 13
Demuestre que la ec. (4) del problema anterior es valida atin cuando la condicion de

frontera en la superficie externa de la particula catalitica sea reemplazada por

En I' -n-VC,=(C,-C,) para t>0 (2)

Problema 14
Relacionado a los dos problemas anteriores, demuestre que los resultados de los
problemas 13 y 14 son validos, atn si la ecuacion de transporte del soluto 4 incluye el
término convectivo, de tal manera que la ec. (1) es reemplazada por
oC,
oks

+V'VCA:D6/,V2CA—kefCA, en (D
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Problema 15
En este caso debe considerarse el transporte cnvectivo y difusivo del soluto 4 dado por la

ecuacion diferencial

9C, en Q (1)
ot
y las condiones de frontera e inicial
En I' C,=C,(r) para >0 (2)
Cuando =0 C,=C,(r), en Q 3)
Demuestre que la solucion esta dada por
t af r é/
CA:gexp(—kef.t)+IOexp( {) ('gé’ ) d¢ 4)

En donde f es la solucion del mismo problema con £, =0y C, =0,y g esla

solucion con k, =0y C,,=0.

Problema 16
Resuelva el problema planteado en el Ejemplo 4, pero solo usando el método de la

transformada de Laplace. El problema a resolver esta dado por

du du
g% _ 1
o7 0X° D
cuando 7= 0, u=0 (2)
en X = 0, u=f(7) (3)
en X =1, u=0 4)

En este caso para la inversa puede utilizar una de las formulas de los problemas

propuestos mas adelante; Probs. 24.

Problema 17
Resuelva el problema 16 usando la transformada de Laplace, pero en esta ocasion use la

formula de Heaveside para encontrar la inversa correspondiente.

Problema 18
Resuelva el problema planteado como ejemplo 5 pero en este caso solo usando la
transformada de Laplace y la formula de Heaveside para encontrar la inversa

correspondiente. El problema esta dado por
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ou 1 0 ou
eralen) “)
Sujeta as las condiciones
u=f(r) en & =1, para 7>0 (2)
u=0 cuando 7 =0, para 0<&<1 3)

Problema 19
El problema difusiéon y reaccién en una particula esférica en estado transitorio estd
definido por
B_U:in é‘ﬂa_U —®U
or &£ 0¢ &
Con la condiciones de frontera e inicial siguientes

En ¢&=1 U=U_(r) para 7>0
U esfinitaen0<£<L1

Cuando =0 U=0 para 0<£<1
Encuentra, usando la transformada de Laplace, el perfil de concentracion U (5,2') y el
factor de efectividad #7(7) bajo la suposicion del falso estado estacionario en la

concentracion de la particula, es decir que el término de acumulacion se desprecia.

Problema 20
Resuelva por el método de la transformada de Laplace el modelo completo propuesto en

el problema anterior.

Problema 21
En muchas situaciones practicas las particulas cataliticas estan suspendidas en el un
fluido dentro de un tanque agitado. En el caso de particulas esféricas un modelo
adimensional esta dado por

a_U:in gza_U —®U

ar £ d¢ o0&
Sujeta a la condicion de frontera

dU
En =1 -——=Bi(U-U,

En donde la concentracion del fluido U, estd gobernada por la ecuacion diferencial

VE
ordinaria
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dU,
U (0, (6)-, o, (0-0,)

En esta ecuacion 7, y W, son constantes que indican el tiempo de residencia
adimensional y un nimero de Biot modificado respectivamente.
Las condiciones inicial para U, (7) y U(&,7) son

Cuando =0 U=0 para 0<£<1

Cuando =0 U,=0

Encuentre U, (7) y U(&,7) suponiendo falso estado estacionario en la ecuacion de la

particula y usando el método de la transformada de Laplace.

Problema 22

Resuelva el problema anterior considerando que las particulas son cilindricas.

Problema 23
Usando el método de la transformada de Laplace resuelva el modelo completo del
problema 14. Este es un problema con gran grado de dificultad para la mayoria de los

lectores. La solucion se encuentra en el trabajo de Marroquin de la Rosa y col. (2002).

Problemas 24
Los siguientes ejercicios se sugieren para quien tenga intencion de enfrentarse a la
solucion de problemas que requieran el uso experto de la formula de Heaveside. Se debe

encontrar para cada funcion la correspondiente inversa

F(s) F()
2 senh (s x) £+£”i"(—l)" sen(nﬂxjcos(m”j
ssenh(sa) a 7% n a a
b) senh(sx) 4 (—1) cen (2n—1)72’x cen (2n—1) Tt
scosh(sa) T4 2n-1 2a 2a
0 cosh (s x) £+z”z°"(—1) cos(nﬂxjsen(n”tj
ssenh(sa) a w= n a a
n cosh (s x) 1+i”zz°° (-1) cos[(zn_l)ﬂchos((zn_l) ﬂtj
scosh(sa) T 2n-1 2a 2a
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0 senh (s x) x_z+2_a"i"(—l)" sen(nﬂxjsen(nﬂtj

s’ senh(sa) a 7% n a a

y senh (s x) x+g_a'§ (—1)")2 Sen[(2n—1)7zx COS((zn—l)mJ

s* cosh(sa) = (2n-1 2a 2a

h ’ & (=)
) OV () 2t—a+2—§lz(n2) cos[—nzx]{l-cos n_ﬂtﬂ

s’ senh(sa)

py o) o Baks (1) COS((znq)m}en((zn—l) m}

S2 COSh(Sa) n=1 (27’1—1)2 2a 2a
oy )
.. cosh(sx
l)— 2 p=oo 1\ _ 3
5 cosh (s a) _16431 § (-1) cos (2n-1)7x cos (2n-1) zt
7~ 5 (2n-1) 2a 2a

_]) Senh(\/gx) 2_ﬂn=m(_1)n " exp(— 7’12 7'[2 l‘j Sen(nﬂ'x}
senh(\/ga) a’ o a’

cosh(\/gx) EES 2n—1)27z2t (2n—1) T X

k) W D3 (1) (2n-1) exp[—(T]COS(T]

senh(\/gx) n=eo 2n—1)2 Tt (2n—1)7zx

D Feonha o= ‘{(4—} -5

TR
\/Esenh(\/;a) a a’o P a’ a

senh(\/gx) x 2= (-1) ( n’ ﬁth (nﬂxj
n) ———=— 4= exp| ———5— |sen
s senh(\/ga) a

cosh(\/gx) 4= (-1) (2n-1)’ 7’1t (2n-1)7x
O)\/gcosh(\/;a) 1+;n_1(2n—1)exp[_ 4a’ JCOS[ 2a j
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senh Vs x) x_r+za2n—w<—1>"{l_exp[_nzﬂztﬂm(mj

p)
s? senh(\/ga) a ©5 N a’ a

COSh(\/Ex) (x -4 )+t X
CDW _16431 e (-1) 3exp(_(zn—l)zrz tjcos[(%—l)ﬂxj
7 = (2n-1) 4a 2a
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VI. Soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales parciales por el método de
diferencias finitas

0. Algunos comentarios sobre el material incluido en este capitulo

En este capitulo se revisa el método de diferencias finitas para la solucion de ecuaciones
diferenciales parciales. La presentacion estd restringida a problemas definidos en
términos de ecuaciones elipticas bidimensionales y parabdlicas con dependencia espacial
en una direccion. Todo el desarrollo se limita a sistemas de coordenadas cartesianos, pero
se espera que el alumno pueda extender la metodologia a otros sistemas coordenados al
realizar algunos de los ejercicios y problemas propuestos al final del capitulo, asi como
en los Proyectos 2 y 4que se proponen en las paginas 390 y 394, respectivamente.

La metodologia de diferencias finites se introduce usando como ejemplo la solucion de
una ecuacion diferencial ordinaria, ya que en esta situacion se involucran muchos de los
aspectos también usados para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales. Para este
problema sencillo se discuten diversas posibilidades para la solucidon de las ecuaciones
lineales resultants de la discretizacion del problema de valor en la frontera con diversos
tipos de condiciones de frontera, y se incluye en forma especial el algoritmo de Thomas
para sistemas de ecuaciones tridiagonales.

Las ideas presentadas para la ecuacion diferencial ordinaria se recuperan entonces para
introducir la representacion en diferencias finitas de un problema de valor en la frontera
se utiliza la solucion de una ecuacion diferencial parcial eliptica en un dominio con
condiciones de frontera tipo Dirichlet. Como primera opcion para la solucion del sistema
de ecuaciones lineales resultantes de la discretizacion de la ecuacion diferencial se
plantea el uso de los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR. Posteriormente, se propone
la solucion usando el método de inversion linea por linea basado en el algoritmo de
Thomas, discutido anteriormente. Una vez establecido lo anterior se discute la
incorporacion de condiciones de frontera del tipo de Newman y Cauchy.

Con lo revisado al momento, es entonces relativamente sencillo presentar los métodos
implicitos, explicitos y de Crank-Nicholson para la soluciéon de ecuaciones diferenciales
parabolicas. Adicionalmente, usando como ejemplo la solucion de una ecuacioén
diferencial parabdlica bidimensional, se presenta el método ADI.

Finalmente, se concluye con la presentacion de una metodologia, para resolver problemas
no lineales, basada en la linelizacién de Richtmeyer.

Se recomienda que el lector trabaje los problemas al final del capitulo. Ahi se sugieren la
elaboracion de varios programas de computo que involucran la implementacion de los

métodos numéricos propuesto. Pero serd muy importante el que trabaje en el desarrollo
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de alguno(s) de los proyectos propuestos en las paginas 387-394. Ello permitird que se
analice en forma sistematica el efecto de los pardmetros numéricos y la comparacioén con
las soluciones exactas. También, permitira la discusién sobre la conveniencia de una
solucién numérica o analitica, y el pensar sobre la distancia que hay entre disponer de una

formula y su evaluacion.

Sobre las referencias

Al lector que deseé profundizar sobre detalles de los temas presentados se le recomienda
revisar el libro de Smith [10]. Adicionalmente, en el libro de Greenberg [4] se presentan
casos especificos para la solucion de ecuaciones diferenciales elipticas y parabolicas; por
otro lado en el libro de Kreyszig [6] se presenta una revision del software comercial para
la solucion de los problemas planteados en este capitulo, asi mismo hay una revision clara

de los temas aqui presentados.
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1. Introduccion

Normalmente para la solucién de problemas con ecuaciones diferenciales y/o condiciones
de frontera no lineales, o cuando el problema estd dado por ecuaciones diferenciales
acopladas, (por las condiciones de frontera, por los términos fuentes, por los coeficientes
de transporte, etc) debe recurrirse a los métodos numéricos. Estos métodos pueden dar un
valor aproximado de la solucién en varios puntos del dominio de solucion. En el método
de diferencias finitas, el que revisaremos en este capitulo, los puntos se localizan en la
interseccion de las llamadas lineas de la malla. La implementaciéon de este método es
relativamente fécil si las lines de malla pueden ser y son seleccionadas paralelas a los ejes
coordenados. Un ejemplo de una malla computacional con las caracteristicas anteriores se

muestra en la figura siguiente
Y
A AY

H

IAX

> X

Figura 1. Dominio rectangular en coordenadas cartesianas con espaciamiento constante

entre las lineas de malla.

En este caso notese que el dominio es rectangular, las lineas de la malla son paralelas a
los ejes coordenados y que la frontera estd ficilmente representada por dos lineas de
malla paralelas al eje x y dos paralelas al eje y. Para un dominio de forma cilindrica,
como la mostrada en la Figura 2a, es posible atn satisfacer el que las lineas de malla sean
paralelas a los ejes coordenados si se utiliza el sistema de coordenadas adecuado; en este
caso no es adecuado usar coordenadas cartesianas ya que la frontera dada por x* +y” =1,
no es paralela a un eje coordenado cartesiano. Es claro que para el caso mostrado en la
Figura 2a, un sistema coordenado adecuado es el de coordenadas polares (r,8), tal como
se muestra en la Figura 2b, en donde ademds se muestran tres de las lineas de malla. El

dominio discretizado en la Figura 2b corresponde al mostrado en la Figura 2c.
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Figura 2a. Dominio semicircular para la solucion de un problema bidimensional. Se
muestra el sistema de coordenadas cartesianas y también en el de coordenadas

cilindricas.

[
»

Figura 2b. Dominio semicircular en coordenadas cilindricas en donde es claro que las
fronteras del sistema corresponden a linea de coordenada constante paralela a los
ejes coordenados 7 y 6.

Asi, los métodos de diferencias finitas, que se basan en el uso de series de Taylor para
aproximar las derivadas en las ecuaciones diferenciales, son muy ttiles cuando la frontera
del dominio del sistema se representa con curvas paralelas en todos sus puntos a los ejes

coordenados. Esto no serd fécil en sistemas como los mostrados en la Figura 3, porque la

Pagina 308



Capitulo VI: EDP’s diferencias finitas Octubre de 2005 J. A. Ochoa Tapia

[
»

Figura 2¢. Dominio semicircular discretizado en el sistema de coordenadas cartesianas.

Notese el error al representar las lineas circulares

representacion de la frontera irregular, dada por f(x,y) serd dificil en el método de
diferencias finitas porque requiere una gran cantidad de puntos (nodos) o espaciamiento
variable entre ellos. Esto hara mucho mas complicadas las ecuaciones que representan las
ecuaciones difrenciales lo que se reflejard en un gran consumo de memoria, tiempo de
computo y complejidad en la programacion. En contraste, en los métodos de elemento
finito las lineas de la malla no tienen porque ser ortogonales, ni paralelas a los ejes
coordenados; asi las mallas computacionales pueden ajustarse a cualquier geometria,
como se muestra en la Figura 4. Estos métodos de solucion se basan en la aproximacion
de la solucién en cada elemento por funciones base. Sin embargo, el desarrollo de las
ecuaciones que deben resolverse requiere, por parte del estudiante, un manejo fluido de
las teorias de aproximacién y transformacion de coordenadas. Ademas, la manipulacion
de las ecuaciones para su solucion es también mas compleja y requiere mayor experiencia
en la programacion.

La misma discusion podria realizarse con respecto a otros métodos de solucion numérica
y tal vez al final se reduzca, a que mas que razones de fondo, la seleccion del método es
mas por el gusto de quien presenta un método. Sin embargo, el conocimiento de los
fundamentos de uno de los métodos y la experiencia al resolver problemas con el,
preparara a los estudiantes para el uso de otros métodos ma complicados o especificos.
Nosotros hemos seleccionado el método de diferencias finitas porque nuestra
expericiencia, con un buen numero estudiantes de Ingenieria Quimica, nos ha mostrado
que los métodos son muy flexibles y pueden utilizarse para resolver un gran nimero de

problemas que surgen en situaciones practicas relacionadas a la Ing. Quimica.
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y Puntos de la
A malla (nodos)
\ .
- 1|
A
//
[ I
| !
J
1 1] | \
L > f(x, y) = constante
> X

Figura 3. Malla computacional para la solucion de un problema bidimensional con el

método de diferencias finitas

Y Elemento finito
t triangular
f (x,y) = constante
1] AN
e
/]
/
\ N Nodo

v
=

Figura 4. Dominio discretizado con elementos finitos para la solucién de un problema

bidimensional

En la siguiente seccion revisaremos los fundamentos del método, lo haremos alrededor de
la solucidon de un problema unidimensional y que tiene solucidén analitica. Esto, con la
idea de que la mayor parte de los pasos, que también deberdn ser considerados en la
solucion de problemas mucho mas complicados, estan contenidos en el proceso para

encontrar la solucidon de un problema tan simple.
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2. El método de diferencias finitas aplicado a la solucion de problemas lineales

unidimensionales de difusion con reaccion quimica lineales y en estado estacionario

El problema con condiciones de frontera tipo Dirichlet

Se pretende la solucion del problema de valor en la frontera definido por la siguiente

ecuacion diferencial lineal ordinaria

2
d—;}—szy=0, en a<x<bh 2.1)
dx
sujeta a las condiciones de frontera tipo dirichlet, dadas por
en x=a, y=y, (2.2)
en x=b, y=y, (2.3)

Puede considerarse que el problema es un modelo adimensional de la situacion que
ocurre cuando un soluto se difunde en una placa de espesor b—a en la que reacciona de
acuerdo a una cinética de primer orden. Asi, y es la concentracion adimensional, x es la

posicion adimensional y @ es el modulo de Thiele.

El primer paso para la solucion numérica del problema es encontrar la representacion
(discretizacion) de la ecuacion diferencial en diferencias finitas. Esta idea se muestra
esquematicamente en la Figura 5. Asi, inicialmente se busca la expansion en series de
Taylor de la funcion y en las posiciones x+Axy x—Ax alrededor (en términos) de los

valores de la funcion y sus derivadas en la posicion x. O sea

dy| (A dy| (W) dy| (A dYy|
X+Ax)=y(x)+Ax—| + + + 24
e TR I Tt Iy | 9
y
A2 g2 A2 3 CAE g4
y(x—Ax):y(x)+<—Ax>dy‘ G G 0 T B

de|, 20 d| 3 | 4 |
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y(x+Ax)
y(x)
y(x—Ax)

.
x—Ax x xX+Ax

Figura 5. Expansion en series de Taylor de y(x) alrededor de x .

Para discretizar la ecuacion diferencial (2.1) se busca una representacion de la segunda

derivada de y, por ello se suman las ecs. (2.4) y (2.5) para obtener

d? 1 d*
P+ AX)+ p(x—Ax) = 29(x) + (Ax)* =2 +—(Ax)* Z2 + (2.6)
dx ; 12 dx :
De esta se obtiene
d’ x+A0)=2y(x)+ y(x—Ax) 1 d*
Y|yt =2y@tyGoan) 1 adl 27
dx” | (Ax) 12 dx” |
que puede ser escrita como
d? x+Ax)=2y(x)+ y(x—Ax
dx (Ax)

X

en donde el simbolo @ se usa para indicar el orden de magnitud del término restante mas

grande. Al despreciar los términos @ [(Ax)2 } , la segunda derivada es aproximada por

d’y| _ y(x+Ax) =2 y(x) + y(x—Ax)
d*| (Ax)’

X

(2.9)

Ahora se define, con base en la Figura 5, el siguiente pardmetro numérico Ax que
especifica la separacion entre los puntos de la malla computacional y en la cual se
consideran N puntos (nodos) incluyendo el inicial en x=a, el final en x=5b y los
N —2 nodos intermedios

Xy—x, _b-a

Ax = = (2.10)
N-1 N-1
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Asi la posicion de cada uno de los nodos esta dada por

x,=a+({@-1)Ax, para i=1L..N (2.11)

y se ha creado la malla computacional mostrada en la figura siguiente

YN
YN—1

YN,
y
yoﬂN—l y; yl/
" / ~

N —1
|
I I | |
1 2 3 i—1 i i+1 N —2 N
X =a x =b

Figura 6. Dominio discretizado y nomenclatura en diferencias finitas.

Adoptando la nomenclatura introducida, la representacion de la segunda derivada es

d2y| zyi+1_2yi-|_yi-1 (212)
dx’ | (Ax)*

Con la nomenclatura que se acaba de introducir el problema de valor en la frontera

definido por las ecuaciones (2.1) a (2.3) toma la forma

d’ .
dx{ —®%y, =0, 2<i<N-1 (2.13)
en i=1, Y=Y, (2.14)
en i=N, y,=y (2.15)
Usando la ec. (2.12) para reemplazar la segunda derivada en la ec. (2.13) se obtiene
Vi1 _2yi2+ Vi ~M%y =0
(Ax)
6 Vo[ 2480 ® |y, +,, =0, 2<i<N-I (2.16)

Debe enfatizarse la importancia del simbolo =, que ya no se uso en la ec. (2.13), ya que

implica que la ecuacion (2.16) es una aproximacion de la ecuacion diferencial original.
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Esta representacion se acercara al original, dado por las ecs. (2.1)-(2.3), cuando Ax -0 ¢
N — o, Al usar la ec. (2.16) para reemplazar la ecuacion diferencial [ec. (13)] se obtiene

la forma discretizada del problema de valor en la frontera, asi

yi_l—[2+(Ax)2(I)2}yl~+yi+l=O, 2<i<N-1 (2.17)
en i=1, y =1 (2.18)
en i=N, y,=0 (2.19)

Aqui es claro que para la representacion de la ecuacion diferencial de segundo orden se
involucran tres nodos contiguos, lo cual lleva a la introduccion de celda computacional y

que en este caso es la mostrada en la siguiente figura:

® ® ® ® ®
i-2i-1 1 {+1i+2

Figura 7. Celda computacional para solucion de ecuacion ordinaria de segundo orden.

Esta es la representacion en diferencias finitas del problema de valor en la frontera,

definido por las ecs. (2.1)-(2.3), y que también puede ser escrito como

W=V, (2.20a)
yo,try+y,, =0, 2<i<N-I (2.20b)
Yy =V (2.20¢)
En la ecuacion (2.20b) se uso
r=—[2+(Ax)2(D2} 2.21)

Es claro que en las ecs. (2.17)-(2.19), se tiene un sistema de N ecuaciones lineales con
N incognitas, el cual se puede resolver por algin método conocido. En esta presentacion
se insistird en la conveniencia de involucrar el algoritmo de Thomas, para ello se

reescriben las ecuaciones (2.17)-(2.19) en forma matricial
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1 0 0 0 O 01l » Va
1 » 1 0 0 0 » 0
0 r 0 01 » 0
0 0 1 r 1 01l », 0

= (2.22)

r 1 0] yya 0
Y 0
0 0 1]y Vs |

Se debe notar que solo hay tres incognitas o menos en cada una de las ecuaciones, el
sistema de ecuaciones es el denominado sistema de ecuaciones lineales tridiagonal. El
algoritmo de Thomas que debe obtenerlo el estudiante en el Problema 3 del grupo 5, se

presenta a continuacion.

La solucion del sistema de ecuaciones lineales asociadas al método de diferencias finitas

Se acaba de ver la necesidad de invertir una matriz de la siguiente forma,

B, ¢, 0 0 00 0 ol[yu] [p
4 B, C, 0 00 0 O0||U,| |D,
0 4 B, C, 00 0 0||U]| |D
0o 0 . 0 0 0 .
= (2.23)

0o 0 0 . 0 0 .
0o 0 0 0 . 0

0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 00 C, BJ|lU]||D

en donde n=N es el nuimero de ecuaciones lineales. La solucion del sistema se puede
obtener por eliminacion Gaussiana como se solicita en el Problema 3 de final de capitulo
y es conocida como el algoritmo de Thomas. Noétese que el sistema de ecuaciones dado
por la ec. (2.23) es mas general que el presentado en la ecuacion (2.22), ya que los
coeficientes de la diagonal principal y las dos adyacentes no estan restringidos a un valor
en particular. El procedimiento se inicia resolviendo para U, la ecuacion correspondiente
al renglon 1 del sistema matricial mostrado arriba, para eventualmente obtener la formula
que permite el calculo de la incognita U,
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D -4
=Sl (2.24)
Bn - An bn—l
Para obtener U, es necesario conocer b, , y g, ,, que se evalian de las expresiones
siguientes

o =B" b=0,C g=w0,6D (2.25)
w=(B -4b )" b=w,C, g=w,D -Ag. ) para i=23,..,n-1 (2.26)

Una vez conocida U,, se aplica la siguiente formula de recursion para conocer el resto de
las incognitas

U-=g _bi U,

s para 2<i<n-1 (2.27)
La gran ventaja, de reconocer el que el sistema de ecuaciones es tridiagonal, es que asi se
evita el manejar arreglos matriciales de dimensiéon N x N , y entonces solo se requiere el
manejo de cinco vectores de dimension N (A, B, C, D y U) que corresponden a los
coeficientes y variable designados con la misma letra.

Al comparar los sistemas de ecuaciones dados por (2.21) y (2.22) se concluye que

A4 =0, 4,=1 para 2<i<N-1 Ay=0 (2.28a)
B =1, B;=r para 2<i<N-1 By=1 (2.28b)
C; =0, C;=1 para 2<i<N-1 Cy=0 (2.28¢)
Dy =y,, D;=0 para 2<i<N-1 Dy=y, (2.28¢)

Aun, si el nimero de nodos usados no es muy grande es conveniente desarrollar un
programa de coémputo para resolver el sistema de ecuaciones lineales, ya sea con el

algoritmo de Thomas u otro método.

El programa de célculo de la solucion de la ecuacion diferencial (2.1) y basado en la

representacion dada por las ecs. (2.20) tendrd la siguiente estructura:

a) Llamado a la rutina de lectura de datos
b) Llamado a la rutina que en forma recursiva calcula las componentes de los
vectores A, B, C y D necesarios para definir la matriz tridiagonal [Ecs.

(2.28)]. En este paso se incorporan también las condiciones de frontera.
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c¢) Llamado a la rutina que resuelve el sistema de ecuaciones tridiagonal: la rutina
regresara los valores de la solucion en el vector U.

d) Llamado a la rutina que muestra los resultados.

En las gréficas de la Figura 8 se muestran los perfiles de la variable y como funcién de la
posicion x, para el caso en que en x=0, y=0 yen x=1, y=1. En cada una de las
graficas se mantiene fijo el pardmetro @, y se muestra como al aumentar el nimero de
nodos la soluciéon numérica tiende a la solucion analitica dada por la ecuacion siguiente

_ senh(® x)

~ senh(®)

Es claro que la solucion numérica tiene mayores problemas para predecir la solucion real
a medida que el parametro ® aumenta. Mas adelante retomaremos este caso para resolver
esta situacion eficientemente: la idea de malla variable. Se proseguira en la seccion con la
solucion de la misma ecuacion diferencial pero sujeta a condiciones de frontera un poco

mas complicadas.

A continuacién se muestran en forma grafica los resultados de la evaluacion del problema
con condiciones de frontera tipo Dirichlet.

(b)
Analitica @ =~10.0
B 6 nodos
« 21
- 81
° 321 "
0.6 o 641 "

Analitica
—&—6 nodos
0.8 - ol

81
o 321 "
641 "

0.8 -

0.6

0.4 044

s / R

0.0 T T T T 0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 Lo 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(2) (b)

Pagina 317



Capitulo VI: EDP’s diferencias finitas Octubre de 2005 J. A. Ochoa Tapia

Analitica
B 6 nodos
0.8 ) T

4 81

o 321 "
0.6 oo 64l "

0.4

0.24

0.0 ]
00 0.2

(©)

Figura 8. Comparacion del efecto del nimero de nodos en la solucion numérica del
problema definido por las ecs. (2.1)-(2.3). Los datos usados son x=a=0, x=b=1,
v, =0.0 y y, =1. El médulo de Thiele ® es constante en cada una de las graficas: (a)

0.1, (b) V10 y (c) 10.0.
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El problema con condiciones de frontera tipo Newman v Cauchy

Ahora se pretende la solucion del problema de valor en la frontera definido por la

siguiente ecuacion diferencial

—=-®’y=0, en a<x<b (2.30)
dx
Sujeta a las condiciones de frontera tipo Cauchy dadas por
en x=a, Poq(y-y) (2.31)
dx
en x=b, -1 g (y-y) (2.32)
dx

Notese que si los parametros « en las ecuaciones (2.31) y (2.32) toman un valor
suficientemente pequeno la condicion de frontera se podra reemplazar por la tipo
Newman ( y'— 0). Si por el contrario los parametros ¢ toman un valor suficientemente
grande entonces las condiciones podran ser reemplazada por las de tipo Dirichlet
(Y=Y Y Y2 0)
Para la solucion del problema dado por las ecs. (2.30)-(2.32) no tenemos, en este
momento, formas para representar la primera derivada en diferencias finitas. Por ello
recurrimos nuevamente a las ecuaciones (2.4) y (2.5) que son las representaciones de la
funcién y(x+Ax) y y(x—Ax) en términos del valor y(x).
De la ecuacion (2.4) se puede despejar la primera derivada para obtener la formula que
representa la derivada con diferencia hacia adelante
dy
dx

_ IO A) V) L oA (2.33)
- ‘ .

X

En forma andloga de la ec. (2.5) se puede obtener la formula de la primera derivada con

diferencia hacia atras

dy
dx

ZY(X)‘Zix‘A’C) +0[Ax] (2.34)

X

Y del resultado de restar la ec. (2.5) a la (2.4) se obtiene la representacion de la derivada

con diferencias centrales
dy| _ y(x+Ax) - y(x—Ax)
dx 2Ax

En resumen, En la nomenclatura de diferencias finitas la representacion de la primera

+0[ (Ax) | (2.35)

X

derivada es:
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Diferencias hacia adelante 4 = i Vi (2.36)
dx|, Ax

Diferencias hacia atras @ =i (2.37)
dx|, Ax

Diferencias centrales 4 = Yo — Vit (2.38)
dx|, 2Ax

Asi, al disponer de estas formulas, se puede usar la ec. (2.36) para representar la derivada

en la condicion de frontera dada por la ec. (2.31) y obtener

. Yo =)
en i=1, ——=a,(y, -,
~ =y

6 en i=1, (I+a, Ax)y,—y, =a, Axy, (2.39)

Por otro lado se puede usar la ec. (2.37) para representar la condicion de frontera dada
por la ec. (2.32)

. Yy~ Vna
en i =N, ——++—"—=¢ -
\ s (V= 2)
0 en i=N, y,, —-(I+Axa)y, =-Axa,y, (2.40)

Usando la representacion para la ecuacion diferencial dada por la ec. (2.20a) y las ecs.
(2.38) y (2.39) para las condiciones de frontera, la representacion del problema dado por
las ecs. (2.30)-(2.32) en diferencias finitas es

en i=1, (I+a,A)y —-y,=0,Axy, (2.41a)
Y try;+y, =0, 2<i<N-1 (2.41b)
en =N, nyl—(l"'Ax%)yN:—Ax%yb (2.41¢c)

Nuevamente se tiene un sistema tridiagonal de ecuaciones, y su representacion en forma

matricial es
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[1+a,Ax -1 0 0 0 0 [y | [eady,]
1 r 1.0 0 0 ¥, 0
0 1 r 10 0 ¥ 0
0 0 1 r 1 0 ¥, 0

=l 7 |@4)

ro1 0 Vs 0
1 r 1 Yyt 0

L 0 1 —(1+Ax0(b)_ yw | |[“Axey,

Como era de esperar solo han sido modificadas las ecuaciones correspondientes a los
nodos en las fronteras. El sistema de ecuaciones se puede resolver por la aplicacion
directa del algoritmo de Thomas, y las formulas para los coeficientes del sistema

tridiagonal son

A4 =0, 4 =1 para 2<i<N-1, Ay=1 (2.42a)
B =1+o,Ax, B;=r para 2<i<N-1, By=-(+0yAx) (2.42b)
Ci=1, C =1 para 2<i<N-1, Cy=0 (2.42¢)
D =a,Axy,, D;=0 para 2<i<N-1 Dy =-05Axy, (2.42d)

El programa de computaciéon puede ser el mismo que el escrito para condiciones de
frontera tipo Dirichlet, y solo se deberdn considerar en forma especifica la ecs. (2.42). En
las Figuras 9, 10 y 11 siguientes se muestra el efecto del nimero de nodos para los casos
en que el Modulo de Thiele @ es 1, 10 y 20. Los célculos se han hecho para x=a=0,
x=b=1, a,=0y y, =1. En cada una de las graficas el parametro ¢, es constante
(0.1, 1 6 10). Notese que al hacer ¢z, =0 la condicion de frontera en x=0 es del tipo
Newman, y ello es posible aunque el programa fue escrito para una condicion de frontera
de tipo Cauchy. Por otro lado en x =1, a medida que ¢, aumenta la condicion de
frontera de Cauchy se asemeja a una de Dirichlet. En cada una de las graficas se muestra
como referencia la solucion analitica correspondiente a este caso, con una ), cualquiera,
es
Vp, 04, cosh(D x)
r= @ senh(P) + ¢, cosh(P)

(2.43)
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Tabla 1.- Lista de figuras y parametros utilizados en la evaluacion de la solucion para las

diferentes condiciones de frontera.

Condicion de Dirichlet

Figura (O Y, v,
8. (a) 1.0 0.0 1.0
(b) J10.0 0.0 1.0
(c) 10.0 0.0 1.0
Condicion de Cauchy
Figura D V. v, a, Q,
9. (a) 1.0 0.0 1.0 0.0 0.1
(b) 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0
(©) 1.0 0.0 1.0 0.0 10.0
10. (a) J10.0 0.0 1.0 0.0 0.1
(b) 10.0 0.0 1.0 0.0 1.0
() J10.0 0.0 1.0 0.0 10.0
11. (a) 10.0 0.0 1.0 0.0 0.1
(b) 10.0 0.0 1.0 0.0 1.0
(©) 10.0 0.0 1.0 0.0 10.0

A continuacion se muestran en forma grafica los resultados de la evaluacion del problema

con condiciones de frontera tipo Cauchy.
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1.0
Analitica @ v o0
B 6 nodos d,h 1.0
0.8 . 21"
4 81 "
o 321"
0.6 o 641"
y y
0.4 0.44 Analitica
® 6 nodos
.21 a, =10.0
A 81 " o =1.0
0.2 02 o 321 v
. . i . ", ] o 641 "
0.0 T T T T T T T T T 00 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
X X
(a) (b)
1.0
Analitica ®) @, =1.0
B 6 nodos @ =1.0
0.8 R
4 81 "
o 321 "
6 o 641 " . ,
o Figura 9. Se muestra el efecto del nimero de
y . nodos para ®=1.0, a=0, b=1, , =0.0,
0.4
] v,=00, y,=1.0. En cada una de las
021 graficas ¢, se mantiene constante: (a) 0.1,
(b) 1.0y (c) 10.0
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
(c)
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@) @, =0.1 © @, =10.0
Analitica — Analitica —
Gndnl(’g;ds ® =100 ® 6 nodos @ =~10.0
0.8 ol 0.8 )
o 81 4 81 "
o 321 " e 321 "
06d w641 0.6 o 641 "
y v
0.4
0.2
- . soosood
0.0 4 T * T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.0
X X
(a) (b)
Y (®)
Analitica @, =1.0
B 6 nodos @ =+/10.0
0.8 ¢« 21
81
o 321 " . 4
064 oot Figura 10. Se muestra el efecto del numero
, de nodos para ®=+10.0, a=0, b=1,
041 a,=0.0, y,=0.0, y, =3.0. En cada una de
las figuras ¢, se mantiene constante: (a) 0.1,
(b) 1.0y (c) 10.0
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1.0 1.0
®
i a,=0.1 » (b) @, =1.0
Analitica Analitica
® =10.0 o =10.0
® 6 nodos B 6 nodos
0.8 R 0.8 21
81 " 4 81
. 3] v e 320 "
0.6+ o 641 " 0.6 641 "
y y
0.4+ 0.4
0.2+ 0.2
M
0.0 T T T T N 0.0 T T N T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X
(a) (b)
1.0
(C) a, =10.0
Analitica ® -100
® 6 nodos '
0.8 . o1
P
e 321 "
i o 641 " . ,
o Figura 11. Se muestra el efecto del numero
y de nodos para ®=10.0, a=0, b=1,
0.4
a,=00, y,=0.0, y,=10.0. En cada una
. de las figuras ¢, se mantiene constante: (a)
0.1, (b) 1.0y (c) 10.0
0.0 - ;
0.0 0.2 0.4
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La solucion de las ecuaciones lineales (2.17) 6 (2.41) que representan el problema de
valor en la frontera puede lograrse con otros métodos y no solo con el algoritmo de
Thomas. La presentacion siguiente la realizaremos usando el problema con condiciones
de frontera mixtas, ec. (2.41), pero facilmente puede extenderse a las ec. (2.17). Los

métodos siguientes son iterativos y por ello necesitan una suposicion inicial indicada por

V' =, para 1<i<N

Aqui el superindice “0” indica la primer suposicion para la solucién buscada. La primer
idea para mejorar esta suposicion y los siguientes valores obtenidos es usar las ecuaciones

(2.41) de la siguiente manera

k
k+1,calc — yZ + aa Axya

Para i=1, 2.43a
d 1+, Ax (2432
Para2<i<N-1 yfhel = —(yik+1 +yf ) /r (2.43b)
k
en i=N, yyh oD AT, (243
I+Axe,

Notese que en este esquema los valores calculados a partir de la suposicion y; estdn
indicados por y™““. Ahora sepuede usar la siguiente férmula de interpolacion para
encontra la supocision "'

vt =y s (- o)y (2:44)
Esta formula da la posibilidad de tomar como nueva suposicion el valor calculado con las
ecuaciones discretizadas si w =1. También, la nueva suposicion serd una interpolacion de
los de los valores supuesto y calculado si 0 <w<1, o una extrapolaciéon si w>1. El
esquema dado por las ecuaciones (2.43) y (2.44) es el método de Jacobi aplicado al
sistema tridiagonal de ecuaciones que representa el problema de valor de frontera
originalmente presentado en las ecuaciones (2.30)-(2.32). Las iteraciones deberan ser
repetidas hasta que las supocisiones "y " y "y/"'" sean iguales dentro de una tolerancia
aceptable, o sea
‘k+1 _

11 < tolerancia

v
Otra formulacion puede ser la siguiente

y

k
k+1,calc :yz +0(a A‘xya

Para i=1, y " ™ (2.452)
ta,

Para2<i<N—-1  yfe =—(yk +y)/r (2.45b)
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k+1

. Tt Ao
i=N, k+leale _ V-1 » Vb

€n
N 1+Ax

(2.45¢)

En este caso se supone que la ecuaciones (2.45) se usan en el orden indicado y que el

valor obtenido para y**'

se usa inmediatamente para el célculo de y*"“““ y por lo tanto
para y'*'. Este esquema de solucién es el método de Gauss-Seidel, este el y el de Jacobi
lo veremos en mayor detalle en la solucion de ecuaciones diferenciales parciales elipticas
por el método de diferencias finitas. Es claro que el algoritmo de Thomas es la forma mas
directa de resolver el sistema de ecuaciones lineales tridiagonal, los esquemas iterativos
no son directos, ademas introducen nuevos parametros numéricos como son @ y la

tolerancia.

Una vez realizada la introduccion anterior revisaremos la aplicacion del método de
diferencias finitas para la solucion de un problema bidimensional y utilizaremos las ideas
usadas en la solucion del problema unidimensional presentado. Una vez mas
empezaremos con un problema relativamente sencillo, el incluye la ecuacion de Laplace

en un dominio rectangular.
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3. Solucion de la ecuacion de Laplace en dos dimensiones

A manera de ejemplo consideraremos el problema de conduccion de calor definido por

las siguientes ecuaciones y con referencia a la Figura 12.

Y
u 9 u .
Dominio O ——t+t=—=0, eneldominio Q (3.1)
l\— Frontera X 9X° dY
sujeta a
> u=f(X,Y), enlafrontera X (3.2)

Figura 12. Dominio rectangular en donde
es valida la ecuacion de Laplace

bidimensional del problema.

Supondremos que u, X y Y son la temperatura y coordenadas adimensionales, y se
desean encontrar los valores de # en los nodos de la malla computacional mostrada en la

siguiente figura:

IAX

> X
Figura 13. Dominio rectangular discretizado para el método de diferencias finitas.

Entonces se requiere una representacion de la ecuacion diferencial parcial (EDP) en

términos de diferencias finitas, esto se puede lograr usando expansiones en series de
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Taylor de la funcion de dos variables u(X ,Y). Por ejemplo, si u tiene derivadas
continuas se puede entonces obtener una relacion entre u(X,Y) y u(X+AX,Y). Para
hacer mas compacta la nomenclatura se entendera que la variable no indicada permanece

constante. Asi para la expansion

u(X+AX):u(X)+(a_uJAX+(azuzJ(AX)z

X AX?) 21
+[a3u3](AX)3+(a4uJ(AX)4+... (3.3)
90X 31 oX*) 4!

se entiende que sus derivadas estan evaluadas en X y son para Y constante. En forma

analoga puede obtenerse la siguiente relacion entre u(X) y u(X —AX)

u(X—AX):u(X)_(a_”jAX_{a%, )(AX)z

dX ax*) 21
3 3 4 4
- 8”3 (AX) | a”j (AXy , . (3.4)
ax*) 31 lax*) 41

La representacion equematica de las relaciones (3.3) y (3.4) es la misma que la de las
ecuaciones (2.4) y (2.5) en la Figura 5, solo que en este caso en esa figura debe indicarse
que el valor de la coordenada Y, es constante.
Asi la representacion de la segunda derivada parcial de u, con respecto a X es
( 0 u J: u(X+AX)=2u(X)+u(X -AX) _[ 0*u j(AX)Z .
0X’ (AX)? oXxX* ) 4!

o]

(3.6)

Esta es una representacion de la segunda derivada de u en diferencias finitas con error
del orden de (A X)*. Debemos notar que si AX se hace pequefio, la exactitud de la
representacion mejorard. Por un procedimiento andlogo se puede obtener la segunda
derivada de u(X,Y) con respecto a Y : esto es, se realizan expansiones en serie de Taylor
en Y manteniendo constante X . El resultado es
(azulz u(¥ +AY)=2u(¥)+u(Y ~AY)

Y’ (AY)?

ol @ry] (3.7)

Ahora se asignara el indice "i" a cada linea de la malla perpendicular al eje X . Entonces
la posicion X se relaciona a la separacion A X por
X =(-DAX i=12,.,N (3.8)
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Similarmente se puede asignar el indice " j" a cada linea de la malla que es perpendicular

a lo largo del eje X', de tal manera que

Y. =(j-DAY j=12,..M 3.9
Usando esta nomenclatura la funcion u(X,Y) se representard ahora como
u(X,,Y)=u,, (3.10)
Entonces las segundas derivadas dadas por las ecuaciones (2.5) y (2.6) toman la forma
2 u.,,.—2u . +u._, .
(a uzl — i+, 1,/2 i-1,j (311)
0X Yy (AX)
2 o —2u U,
(8 1/; J — uz,_/+1 ul,jz uz._/—l (3 12)
oY Yy (AY)

y estas son aproximaciones de las segundas derivadas ya que se han despreciado los
términos de orden (AX)” y (AY)* y superiores. Usando las ecuaciones (3.11) y (3.12) la
ecuacion diferencial que pretendemos resolver toma la forma

Upy ;=20 Fu o U —2u U

(AX)? (AY)’

i+l,j

=0 (3.13)

Debido a los errores introducidos al aproximar las segundas derivadas esta representacion
de la ecuacion diferencial involucra un error del orden (A X)* y (AY)>. De la ecuacion

(3.13) podemos obtener u; ; como

1
u, = m [um’j +u,,;+A (uu+l +u, )} (3.14)
En donde
2
A= AX (3.15)
AY

Notese que si AX =AY, A=1y por lo tanto , ; es el promedio de los cuatro valores
mas cercanos al punto (i,j). Esto se ejemplifica en la figura siguiente en donde
mostramos la celda computacional formada por el nodo (i,j) y sus vecinos mas

proximos en las direcciones X y Y.
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A AX
=
. Hj[s
J —+
J-1 _IL_II_ I AY
> X
i-1 i i+l

Figura 16. Celda computacional para la solucion de la ecuacion de Laplace en dos

dimensiones.

Los valores en la frontera del dominio Q estan dados por f(X,Y), asi que los valores de

u en ella pueden escribirse como

uy ;= f(0,Y))
uy,; = f(Xy,Y)=f(NAX, jAY)
Uy = f(X;,0)

U v :f(XnYM):f(iAXaMAY)

Esto significa que la ecuacion (3.13) o la (3.14) debe resolverse solo para los nodos
interiores. Podriamos escribir la ec. (3.14) para cada uno de los nodos en la malla y asi
obtener un sistema de ecuaciones. Entonces tendriamos que invertir la matriz de
coeficientes para encontrar la solucion. Sin embargo, hay M xN-2(M + N)+2
incognitas, y si por ejemplo N =M =20, esto significa invertir una matriz
correspondiente a 360 incognitas. Esto es caro, necesita gran capacidad de
almacenamiento e involucra un gran error de redondeo. Debe notarse que la naturaleza de
los problemas bidimensionales y tridimensionales hacen en general casi imposible el uso
de métodos de solucion directa, como lo fue el algoritmo de Thomas para el caso de
problema unidimensionales.

Por esta razén concentraremos nuestro estudio en métodos iterativos para la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales. El primer método que revisaremos, ya mencionado en la

seccion anterior, fue presentado originalmente para ser usado en calculos manuales y es
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conocido como el método de relajacion. El método no es muy eficiente, pero es muy util
para mostrar la forma en que funcionan los métodos iterativos.

El procedimiento se inicia con una suposicion de los valores u, ;. Asi en la iteracion
"k—esima" la funcion toma el valor u . Para obtener una nueva estimacion de u'" se
escribe la ec. (3.11) en la siguiente forma

bt m[ufw vuly Al vl )] (3.16)

de esta manera el valor calculado u;,; depende solamente de valores previamente

k,calc

estimados. Una vez obtenido el nuevo valor u, ;, que designamos u ", se tiene la

i

disyuntiva de asignarlo totalmente a u**' o usarla de otra manera para obtener una nueva
LJ
estimacion. Una de las formas mas simples es introducir un parametro de relajacion @,

de manera que

uk+] — a)ukj-i-l,calc +(1_a))u’kj (317)

ij i
Esta formula contiene la posibilidad de asignar el valor calculado al nuevo estimado si
w=1. Cuando 0<w<1, la nueva estimacion estd entre el estimado anterior y el valor
calculado. Si w>1, entonces se trata de una extrapolacion, que se denomina sobre-

relajacion. La substitucion de la ec. (3.16) en la (3.17) da como resultado

k+1 k

u ut ——— | u* +ut 20+ 0)uF + At +ut } 3.18
ij iJ 2(1+i)|: i+1,j i-1.j ( ) ij ( i+ x,/—l) ( )

1

Esta ecuacion se puede utilizar repetidamente hasta que u* y u**' estan suficientemente
v} L)

cerca. Normalmente se puede definir la tolerancia € como

“'—u* |<e para cualquier (i, j) (3.19)

ij ij

E
Los parametros numéricos del problema son AX, AY 6 A, w,y €;lasolucion debe ser
independiente de ellos. Es necesario obtener soluciones de u, ; para una serie de valores
de AX, A, € y w,y entonces demostrar que la solucion es esencialmente independiente
de ellos.
El método descrito por la ec. (3.17) es conocido como el método de Jacobi, y este tiene la
desventaja que converge muy lentamente. También requiere mayor capacidad de
almacenamiento que otros métodos puesto que se pueden descartar los valores de ukj
hasta que los nuevos valores de dos lineas en la malla se han obtenido. La velocidad de
convergencia es muy lenta porque el efecto de las condiciones de frontera penetra una
linea en cada iteracion. Esto hace que la rapidez de propagacion de la informacion
conocida sea muy lenta. Otros métodos se han introducido con la idea de mejorar esta

desventaja.
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4. Solucion iterativa de sistemas de ecuaciones lineales: métodos de Jacobi, Gauss-
Seidel, SOR e inversion linea por linea.

La utilizacion del método de Jacobi para el problema que estamos discutiendo se reduce a

+1

estimar »*™' con la siguiente ecuacion

3]

k+1 k

u; ”;,,+M[”k +u{‘l 2(1+/1)ufj+/l(u:+] +u" )} 4.1)

i+l,j i-1,j ij-1

Si los célculos se inician con la suposicion "k", entonces se podran calcular los valores

en i =1 paratodos los " ;" desde 1 a M —1 como sigue

utt =yt P u +ut =20+ ADu* +/1(uk, +u® ) 4.2)
1,j 1,j 2(1+ﬂ) 2,j Hoil 1,j 1,j+1 1,j-1

v¥ Condicion de frontera

Los valores asi obtenidos no se pueden almacenar en el lugar usado por ul" ~ porque estos
5J

valores son necesarios para calcular uf*}l

u =yt +L[uk +ut =20+ Db+ A(u" +idt } 43
2, 2, 2(1+/1) 3, 1, ( ) 2.j ( 2,j4 z,j—l) ( )

Ieualmente los valores de #!*' no pueden ser almacenados en u* . porque son necesarios
2,j 2,j

para calcular ué‘jl de acuerdo a

K+l k

us _u3’j+—2(l+ﬂ) [uf/ +u§/ —2(1+/1)u§j+/1(uk +u" )} (4.4)

3,j+1 3,j-1

k+1

asi después de obtener u;,, ; se puede hacer la siguiente substitucion de informacion

U, ) (4.5)

Concluimos entonces que el método de Jacobi requiere memoria extra para almacenar

informacion. Ademds las condiciones de frontera no afectan rédpidamente los valores

1

correspondientes a los nodos interiores. Por ejemplo, solamente u,"]+ es afectada por u* ;

en la ecuacion (3.18). Un problema adicional es la inestabilidad del método para w>1,
por lo que
w<1 parael metodo de Jacobi (4.6)

Una alternativa al uso del método de Jacobi lo constituye el esquema de Gauss-Seidel el

cual converge mucho mas rapidamente. En este método los valores de u* en la ec. (4.1)
LJ

1

se reemplazan por los valores de u**' obtenidos en esa misma iteracion. Asi es posible
)

k+1

reemplazar en la ec. (4.1) ' ~por uS},, y u' por u'"l. Por lo cual la ec. (4.1) se

transforma a

Pagina 333



Capitulo VI: EDP’s diferencias finitas Octubre de 2005 J. A. Ochoa Tapia

=yt +L[uk =201+ A +/1(u{‘v +uk+1)} 4.7)
ij ij 2(1 +l) i+l,j i-1,j i.j ij+l ij-1
Notese que la substitucion implica que la solucion para las ul" , se esta realizando
avanzando de i=1 hasta i=N -1, y que dentro de una columna se avanza de j=1 a
j=M—-1.
En esta forma los valores se pueden renovar con los recientemente calculados. Cuando
w=1 el método se conoce como método de Gauss-Seidel, y si w>1 el sistema es estable
y el método se conoce como método SOR (Successive over-relaxation). Los valores de
w estan acotados por
l<w<?2 parael metodo de SOR (4.8)

en funcion del espaciamiento en la malla y las condiciones de frontera.

Otra técnica es el método de inversion de la matriz linea por linea. En estd metodologia se
rescata el algoritmo de Thomas aunque no como método de solucion directa. Para este

método la ec. (3.14) se escribe como

Uiy _2(1+ﬁ)u;,,‘ tu,, ;= _ﬂ(ui,jﬂ +ui,j—1)

(4.9)
El miembro derecho se puede escribir evaluado en la iteracion “% ”. Entonces el miembro

izquierdo se usara para evaluar el nuevo estimado de la variable dependiente

Wb =2(14 A)ut " e = —ﬂ(uk +u’ ) (4.10)

i,j+1 ij-1

Para " ;" dado, esta ecuacion representa un sistema tridiagonal de ecuaciones lineales

para los valores de uf’}."“"’ en diferentes X con Y fijo. Esto se puede observar mas
claramente si se escriben las ecuaciones para 2<i< N -1, usando la siguiente

nomenclatura simplificada

U, =u/" para j fijo

l

b, =—/7,(ufj+1 +ul.’f]._1) (4.11)
4 =C =1
B =-2(1+4)
Asi las ecuaciones para cada "i" son
i=2 AU +B,U,+C,U, =b,
i=3 AU, +B,U,+C,U, =b, (4.12)
i=4 A4,U,+B U, +C,Us=b,
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i=N-1 Ay Uy, + By Uy +Cy Uy =by

Ademas, para cualquier " j" se tiene de las condiciones de frontera
U=f0,jAY), asi B =1,4=C=0,yb=1f(0,jAY)

U,=f(NAX,jAY), asi B,=14,=C,=0,yb, = f(NAX,jAY) (4.13)

Substituyendo las condiciones de frontera dadas por las ecs. (3.3) en la ec. (4.10), el

sistema de ecuaciones se puede rescribir en forma matricial como

B 0 0 0 O 0 0 0 0 U, b,
A4 B, C, 0 0 0 0 0 0 U, b,
0 4 B C, 0 0 0 0 0 U, b,
0O 0 4 B, C, O 0 0 0 U, b,
o 0 0 . 0 0 0 =
o 0 o0 o0 . . . 0 0
o 0 0 o o0 4, B,, C,, O . .
0O 0 0 0 o 0 4,, B,, Cy,,||U,, by,
0O 0 0 0 o 0 0 0 B, U, b,
(4.14)
Una nueva representacion del sistema de ecuaciones lineales dado por las ecs. (4.12) es
{M, U, }={b} (4.15)
Cuya solucioén es
-1
{Uf}:{le/‘} {b/} (4.16)
Entonces la nueva estimacion del campo ul.k,_’i"“l” para el rengloén " j" es
k,cale __ -
" =M;,b,, (4.17)

El proceso de inversion de {M l.j} puede repetirse para j=1,2,3,..., M —1 con los cambios
apropiados en {b/} Entonces se puede utilizar relajacion para calcular la nueva
estimacion de la solucion

u = amff‘”" +( —a))ufj (4.18)

ij
Este proceso se repite hasta alcanzar convergencia. Como la matriz es tridiagonal, la

inversa se puede obtener facilmente por eliminacion Gausiana. Las formulas resultantes
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son las mencionadas anteriormente y es claro que en este caso se repite la solucion de un

sistema de N ecuaciones.

Finalizaremos esta parte con algunos ejemplos, pero antes presentaremos la estructura de

llamado de las rutinas principales que podria contener un programa para resolver una

ecuacion eliptica usando el método de inversion linea por linea:

5. Llamar rutina para célculo de ul"J+1 y error =u

6.

Solucion de una ecuacion diferencial eliptica con condiciones de frontera tipo

. Llamar rutina de lectura de datos (N, M ,AX,AY,w, &,k )

. Llamar rutina de céalculo de coeficientes 4., B,, C, con ecuaciones (4.11) y (4.13)

. Inicio del ciclo de iteracion k& < 0

. Inicia ciclo 1

. Siel erroren 2<i<N-1y 2<;j<M -1 satisface el criterio de convergencia,

Para j=2a M -1
Llamar rutina de calculo de coeficiente b,, con ecuaciones (4.11) y (4.13)
Llamar rutina con algoritmo de Thomas para encontrar los N valores de U, para
k,calc

luego u;;

Termina ciclo 1

U,

k+1 k

i Wi

k <k +1, revisar si se alcanzo6 al numero limite de iteraciones k,_, ,y tomar la
decision pertinente: parar el programa o regresar al paso 4.

entonces se termino el calculo y se puede llamar a la rutina de escritura de resultados,
de otra manera debera irse al inicio del ciclo 1 tomando como valor del campo u; ; el

acabado de obtener en la iteracion anterior.

Dirichlet usando el método de inversion linea por linea.
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Ejemplos
A continuacion ejemplificamos para la malla mostrada en la figura cada uno de los
métodos discutidos es esta seccion. En este ejemplo se resolveran para u ;, avanzando

renglon por renglon, primero para j =1 y luego para j=2.

u=2
3
2 232
_ u=0 u=l1 =\ Ay
J
1
0 >
0 1 2 3
u=0
I —

Figura 17. Malla computacional con N =3 y M =3.

Método de Jacobi
1
=it +—[1/‘ ut o —dut +ut ]
i i 4 i+l,j i-1,j ij i,j+1 i,j-1
Para j=1
k+1 k 1 k k k k k
u=u +—[u +u —4u +u +u" ]
1,1 1,1 4 2,2 0,1 1,1 1,2 1,0
— ——
0 0
M=ut [ ul -4ut ot U]
21 31 > 2,1 2,2 2,0
—— ——
1 0
Método de Gauss-Seidel
1
K+l _ +_[ I B P k+1:|
i i 4 i+1,j i-1,j i i j+ ij-1

Para j=1
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k+1
1,0 ]

u

1,1

1
k+1 k k k+1 k k
T=ut +—[u" +tuT —4u" +u +u
1,1 4 22 0,1 1.1 1,2
0 0
uZ,l 1,1 2.0

— ——
1 0

1

1 1 1

k+ k [ k k+ 4 k k k+ ]
21 4 31 2,1 2,2

Con w #1 esto es el método SOR.

Método de inversién linea por linea
u_’c’lcf’l" =21+ A)ub gyt = —ﬂ(u_k_ o+ u® 1 )
i+l i,j i,j+ i,j—

i-1,j

Para j=1
i=1 U0—4U1+U2:—(u{f2+uﬁ0)=bl
— —~
0 0
i=2 U1_4U2+U3:_(”5,2"'”;,0):[72
- [Shyas’

1 0

O en forma matricial

B B

Para j=2
i=1 U0—4U1+Uz:_(u1k,3+”1k,1):b1
- [y’
0 2
i=2 U1_4U2+U3:_(u§,3+”§,1):b2
T 3

O en forma matricial
-4 1)\(U, B b, B D,
1 -4)\u,) \b-1) | D,

Método de inversion directa de la matriz
—2u,  +u, "'/1(“1-,#1 —2u,  +u, ) =0

ui+1,j
Para j=1
i=1 u,, —2u,  +uy, + AW, —2u, , +u,,)=0
0 0
Uy —4uy, +u,, =0
i=2 Uy, —2u,  tu Wy, —2u,, tu,,)=0
——

—
1 0
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—du,, +u, +u,, =-1

Para j=2
i=1 Uy, =205+, + Ay —2u, +uy ) =0
0 S
Uy, _4”1,2 +tu, = -2
i=2 Uy, —2Uy 5+ 5+ Uy —2U,, +u,, ) =0

1 2

—4 Uy, iy, Uy = -3

Escribiendo en forma matricial las ecuaciones correspondientes a los cuatro nodos

internos de este problema se obtiene

4 1 1 0)(u, 0
I =4 0 Tj u,| |-1
1 0 -4 1||u,| |2
0 1 1 —4)\u,) (-3
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5. El Algoritmo de Thomas para la inversion de matrices tridiagonales
Se vio anteriormente la necesidad de invertir una matriz de la siguiente forma

BC 0 0 00 0 0)(U) (D
4 B, C, 0 0 0 0 0||U,| |D,
0 4 B C, 00 0 0/|U]| |D,
0 0 . 0 0 0 .
= (5.1)
0o 0 0 . 0 0 .
0 0 0 0 0
0o 0 0 0 0 . . .||. .
0o 0 0o 0o 00 4 B)WU)|D

en donde n = N, pero también la formula pueden adaptarse para el caso n =N —2.
La solucion del sistema se puede obtener por eliminacion Gaussiana. El procedimiento se

inicia resolviendo para U, la ecuacion correspondiente al renglon 1 del sistema matricial

_[D (&
(28 o

mostrado arriba.

Es conveniente definir

w=B"' b=w,C, g=w0,6D, (5.3)
De tal manera que
U=g-bU, (5.4)
Usando esta para reemplazar U, en la segunda ecuacion del sistema se obtiene
A4,(g,-bU,)+B,U,+C,U, =D, (5.5)
Resolviendo para U,
UZ:(Dz_Ang]—( < JU3 (5.6)
B,—4,b B, -4, b
Para escribir esta en forma compacta es conveniente definir
w,=(B,-4b)" b=w,C, g,=0,D,-4g) (5.7)
Por lo que
U,=g,-bU, (5.8)

La substitucion de esta ecuacion en la tercera del sistema para eliminar U, nos conduce a
Uy =g,-bU, (5.9)

en donde se han introducido las definiciones
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®,=(B,—4b,)" b=w,C, g,=w,(D,-4g,) (5.10)
Podemos concluir que la repeticion del procedimiento descrito nos lleva a las expresiones
U=g-bU, paa i=1273,..,n-1 (5.11)

en donde
w=B"' b=w,C g=w0,6D, (5.12)

w=(B -4b )" b=w,C, g =w,(D,—4g,,) para i=273,..,n-1 (5.13)

La ultima ecuacion, correspondiente a i =n

A U, ,+B U, =D, (5.14)
Que puede ser escrita en términos solo de U, como
An(gnfl_bnflUn)-i_BnUn:Dn (515)
De esta se obtiene
D -4 g ,
— n n n — 5' 1 6
" Bn - An bnfl g" ( )

Entonces U, se puede obtener directamente y obtener el resto de las incognitas de la

siguiente forma
Un—l = gn—l _bn—l Un

Un—2 = gn—2 _bn—Z Un—l

(5.17)

U=g-bU,

Ejemplo: aplicacion del algoritmo de Thomas
Se tiene el siguiente sistema tridiagonal en forma matricial para n =3

A=1 -4 1 0\(U) (1
4=C=1 n=3 1 -4 1||u,|=|0
B =4 o 1 -4)lu,) L

Usando la ecuacion (5.3)
w=-025 b=-025 g =-0.25

Ahora usando las ecuaciones (5.13)
1 1 4
w 2: = — = —_-—
—4+(1)(+0.25) 15/4 15
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4

4 1
b, = 5 &7 —E[O—(l)(—l/“)] =15

_1-()(-/15) _ 16/15 _ 2

U _4—(1)(-4/15) -56/15 7
La ultima de las incdgnitas se obtiene de la ecuacion (5.16)
2

U3=g3=—7

Las otras dos incdgnitas se obtienen de la ecuacion (5.11)

1 4\ 2) -7-8 1
U =g, -bU =—-|-—— || -2 |= -
T ( 15)( 7} 15x7 7

u, =2/7
u, |=|-1/7
Uy =2/17
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6. Incorporacion de condiciones de frontera

Supongase que se desea resolver el problema definido en la siguiente figura

A
u=f(X)
Y=1
u=nhnh(y) azu+azu =0 a—u+N u=u_N
o X2 aYz_ oxX Bi otV Bi
Y=0 >
X=0 u=g(Xx) X =1

Figura 18. Dominio del problema definido por la ecuacién de Laplace y condiciones de
frontera homogéneas.

En este las condiciones de frontera no homogéneas, para el caso de ecuaciones
diferenciales parciales ya se ha revisado como tratar las tres que son del tipo de Dirichlet.
La del tipo de Cauchy se revis6 para el ejemplo de la solucion de la ecucion
unidimensional de difusiéon con reaccion. Sin embargo, se revisard una forma alternativa
para incorporar las que son del tipo mixto o de Cauchy. El valor de u en X =1 se
desconoce pero estd sujeto a la condicion de frontera, por lo que en este caso se debe
resolver para u,; (j=1L23,..M -1y i=12,3,.,N). En la siguiente figura con puntos

se han marcado los nodos en donde se desconocen los valores de u, ;;
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T ° « Nodos en donde
A se desconoce u,
M
M-1 e ¢ ¢ 06 0 0 o
M-2 e & o o o o o
® & o o o o o
e & o o o o o
3 e & ¢ o o o o
2 e & o o o o o
1 P X

1 2 3 N N

.2
N-1

Figura 19. Dominio discretizado y nodos donde se desconoce u; ;.

En X =1, se tiene

aa—)u(+NBl.u=uw N, (6.1)

Para incorporar esta al procedimiento de solucion se escribe la siguiente expansion en

series de Taylor

2 2
u(-AX)=u()-| QL] axe| Lu) BO (6.2)
0X ), 0x* ), 2!
De esta se obtiene
du = u(l)_u(l_AX)+@7(AX) (6.3)
0X ), AX
Que en notacion indicial la aproximacion de la derivada toma la forma
Ou. N SN (6.4)
0X N AX

Notese que esta formula se dedujo antes para una derivada ordinaria, ec. (2.37). La

substitucion de (6.4) en la ec. (6.1) nos lleva a
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Uy — Uy,
L Nyuy = Ny u, (6.5)
de la cual se puede obtener u, ; como
. Uy ; +AX Ny u, 6.6)
N 1+ N, AX
Notese que cuando N, >>1
uy ; —>u,  Condicion de Dirichlet (6.7)

y cuando N, <<1

uy ; —>uy_,; Condicion homogénea de Newman (6.8)

La ecuacion (6.6) se puede usar para eliminar u, ; como incognita en la representacion de
la ecuacion diferencial en diferencias finitas para i = N —1. De esta forma en el método
de inversion linea por linea, si AX=AY, las ecuaciones del renglon ";" toman la
siguiente forma

Para 1<i<N-1

uk,ca/c _ 4uk,calc + uk,calc‘ — —(Mk + uk ) (69)

i+l,j ij i-1,j

Para i=2

ul""””l" —4u:‘”“’1" +uf"""l" = —(uf . +uf . ) (6.10)
Pero como u =h(Y;)=h, la ecuacion (6.10) toma la forma

_4uk,calc +uk,calc — _(uk + ui‘ . )_ hj (61 1)

Parai=N-1

N-2,j N-1,j N.,j N-1,j+1 N-1,j-1

k.cale 4uk,calc + uk,calc — _(uk + uk )

Substitucion de la ecuacion (6.6) para eliminar u'i"f“’” da como resultado
N.j

S (4 1+ Ni,, A XJ4 e :l n ]J:]fz i))g
Asi la matriz es todavia tridiagonal, pero con las siguientes consideraciones
U[- — u[kf‘alc
b, = uk + uk (6.13)
h=h,

J
Con la siguiente representacion matricial
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4 1 0 0 U b,—h
1 -4 1 0 ’ b,
U
0 1 —4 1 ’ b,
U4
S 0 :
0 1 —4 1 ' b,
1 Un- uNZZV.AX
00 1 —(@d+——-)|U,, ) |by,+—="E""
1+N, AX 1+N, AX

.

Efecto de la condicién de frontera
(6.14)

Otra forma de tratar la condicion de frontera es introducir una linea mas en la malla en

i = N +1, tal como se muestra en la siguiente figura

T ° « Nodos en donde
A se desconoce u,
M
M-1 ®© ¢ 06 06 0 0 0 o
M-2 e & & o o o o o
e & 6 o o o o o
e & o ¢ o o o o
3 e & 6 o ¢ o o o
2 e & o o o o o o
1 P X

L 2 3 N-2n1 Ve

Figura 20. Dominio discretizado con columna adicional para incluir condicion de frontera
de Newman o Cauchy.

Pagina 346



Capitulo VI: EDP’s diferencias finitas Octubre de 2004 J. A. Ochoa Tapia

Usando una expresion central para la derivada en X =1, se obtiene
du u(1+AX) u(l-AX)
0X ), 2AX

Por lo tanto la condicion de frontera dada por la ec. (6.1) toma la forma

+0[(AX)] (6.15)

u = Uu .
N“TXN‘”JFNB,. Uy, =Ny u. (6.16)
Despejando de aqui u,, ; se obtiene
Uy =Uy; F2AX Nyu, —2AX Ny uy (6.17)
0 Uyy; = Uy T2AX Ny (U, —uy ;) (6.18)

La ecuacion en diferencias finitas para i = Nes
uk,calc _ 4uk,calc +uk,calc — —(Mk + uk ) (619)
N+l,j N.j Ni-1,j N,j+l N.j-1

k,calc

que después de reemplazar »““* utilizando la ec. (6.16) queda como

u = (442N, AX) uf;;j“k st =—(ut +ut 42N, AXu) (6.20)
Asi que ahora el sistema de ecuaciones en forma matricial es
-4 1 0 0 U, b,—h
1 4 1 0 U, b,
0 1 -4 1 U, b,
01 4 1 Uy, by,
0 0 I —-(4+2N,AX))\ U, V2N, AXu,

\/‘

Efecto de la condicion de frontera
(6.21)

El esquema del programa de computadora con estos cambios debido a la
incorporacion de condiciones de frontera no serd muy diferente al mostrado en la pagina
246 para la solucion de un problema de valor en la frontera definido para una ecuacion

eliptica con condiciones de frontera de tipo Dirichlet.
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1. Llamar rutina de lectura de datos (N,M ,AX,AY,w,&,k_ ,N

max ? Bi’uw)

2. Llamar rutina de célculo de coeficientes 4;, B,, C, para 2<i< N —1de acuerdo a las
ecuaciones (6.13) y 4,,, B,, C, con (6.21)

3. Inicio del ciclo de iteracion £ =0

4. Inicia ciclo 1
Para j=2aM -1
Llamar rutina de calculo de coeficiente b,, con las ecuaciones (5.3) para
2<i<N-ly(62l)parai=N
Llamar rutina con algoritmo de Thomas para encontrar los N —1 valores de U,

k,calc

para luego u,; ;" <= U,_,. Tener especial cuidado al asignar los coeficientes del

sistema tridiagonal a los de la rutina de Thomas ya que los de la ecuacion
empiezanen i =2.
Termina ciclo 1

k+1 k
—Uu

5. Llamar rutina para calculo de u**' y error u** r
ij i,j i,j

6 k< k+1, revisar si se alcanzé al nimero limite de iteraciones k_, , y tomar la
decision pertinente: parar el programa o regresar al paso 4.

7. Siel error en 2<i<N+1 y 2< <M -1 satisface el criterio de convergencia,
entonces se termind el calculo y se puede llamar a la rutina de escritura de resultados,
de otra manera debera irse al inicio del ciclo 1 en tomando como valor del campo u, ;

el acabado de obtener en la interacion anterior.

Solucion de una ecuacion diferencial eliptica con condiciones de frontera tipo
Dirichlet en tres fronteras v tipo Cauchy en X =1 usando el método de inversion

linea por linea.
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7. El método explicito para la solucibn numérica de ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas
Se comenzara con el caso mas sencillo, definido como

2
a—Tzaa—Y;, 0<x</ (7.1
dt Jdx
con condiciones de frontera
en x=0 T=g() (7.2)
en x={ T=g) (7.3)
Y condicion inicial de frontera
para t=0 T = f(x) (7.4)

En esta clase de dominios, el tiempo es una variable independiente cuyo dominio es semi
infinito. El objetivo es resolver la ec. (7.1) por un método de diferencias finitas en el cual
el espaciamiento en el tiempo y la posicion sean constantes.

Introduciendo las siguientes variables adimensionales

at b T
=—, X==, u=— 7.5
El problema dado por las ecs. (7.1)-(7.4) toma la siguiente forma
du 0’u
= 7.6
or 0x’ (7-6)
en X=0 u=G(7) (7.7)
en X=1 u=G,(7) (7.8)
para 7=0 u=F(x) (7.9)

Los métodos para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parabdlicas se
clasifican en implicitos y explicitos. Los métodos explicitos son mas sencillos de manejar
y por esta razon seran los primeros que se discutiran.

Este método se basa en que la derivada con respecto al tiempo se representa en
diferencias finitas con una formula adelantada. De esta forma se involucra la variable
independiente u en los instantes 7 y 7+ Az. La expansion en series de Taylor utilizando

esta idea es

2
u(t+A7) =u(z‘)+%Az—+2L!3;

(AT) +... (7.10)

de la cual se obtiene
ou _u(r+A7)—u(r) _Lazu A

— T+... 7.11
or AT 219077 (7.1
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[TEEE]

Es conveniente ahora introducir el uso de los siguientes indices: “i” para la posicion en

“X”,y el superindice “k” para el instante 7. De acuerdo a ello

X,=iAX, para i=0,1,2,.,N (7.12)
y " =kAzr, para k=0,1,2,..,0 (7.13)
Con esta nomenclatura la variable dependiente toma la forma
u(X,,7") = u! (7.14)
y la derivada dada por la ec. (7.11) sera ahora
ou k Wk
— | =—4——~L+0(A7 7.15
( arl o) (7.15)

Para la derivada con respecto a X se obtuvo anteriormente

2 k k o~k k

Usando las ecs. (7.15) y (7.16) en la ecuacion diferencial dada por la ec. (7.1), se obtiene

la representacion de esta en diferencias finitas es

wt—ul ol -2uf
: L= L O (AX) [+ O(AT 7.17
> a7 [(ax)]+0(a7) (7.17)
Si 7+ A7 y AX son suficientemente pequenos

u™ =uf + r[ul.k+1 —2ul + u,.k_,] (7.18)

en la cual el parametro numérico r esta definido por
p= AT (7.19)

(AX)

(124

Noétese que la funcion en el instante “k+1” y la posicion “i” puede ser calculada
totalmente de los valores de la temperatura en el instante “k”. O sea que la condicion
inicial u° = F(X) es suficiente para calcular los valores u' con la ec. (7.18).
Analogamente u” se calcula de u', u', u’, etc. Esto es lo que se entiende por el método

explicito, y la celda computacional correspondiente se muestra en la figura siguiente
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T4 AXAX

k+ #
: H) (. Fr
k-1

— | | > x
i-1 1 i+l

Figura 21. Celda computacional para el método explicito.

Este método es muy simple de programar, pero a menos que » sea muy pequeiio la
solucion sera inestable. Cuando las condiciones de frontera son del tipo de Dirichlet el

criterio para estabilidad es
At 1

=r< 7.20
(AX)* 2 (720
Si se especifica una condicion de flujo el criterio se transforma a
1
r<— 7.19
5 (7.19)

O sea la estabilidad de la soluciéon depende de las condiciones de frontera y de la
ecuacion diferencial. Como un ejemplo supongase que r=1/2, G, =G, =0y F(X) =1,

entonces la ec. (7.16) toma la forma

i+1

ul™ =%(uk +ul.’il) (7.20)

De acuerdo con esta ecuacion los valores u, para el instante “k +1” se pueden obtener
graficamente al interpolar linealmente entre los valores u,, y u!,, como se muestra en la

figura siguiente
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027 e et I IS S S S
0.0 | ]| | I it I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
X X
(a7=0 (b) z=A7
1.0 » : 1.0 »
e N
-
u | i
04 [ S .
e s S S e S S
0.04—————————4———— 0.04——————F———F——-——
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X
(c)z=2A7 (d) z=3A7
1.0 9-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-¢ 1.07] -0-0-0-0-0-0-0-¢
e T b e R S S W
s s S S S
| . |
: I S e e R B
X S e —— X S S M ——
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
X X
(e) T=4Ar (f) 7=5A7

Figura. 22. Prediccion del perfil de U(X,7) dada por un método de diferencias finitas
totalmente explicito en los instantes cercanos a 7=0, partir del
planteamiento dado por las ecuaciones (7.6)-(7.9). Datos N =21, r=1/2 y
G =G,=F=0
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La gran desventaja del método explicito es que si se incrementa el nimero de puntos en
X, se tendra que disminuir drasticamente el valor de 7+ Az, por ejemplo si se usan 20

puntos en la direccion X

AX:L= 0.05
20

Y por lo tanto el maximo valor de 7+ A7 es

1
T= E(25x10‘4) =125x107°

Esto significa que para alcanzar 7+ A7 se necesitan = 10" incrementos en el tiempo.
Esto es muy lento, y por supuesto nada practico si se pretende alcanzar valores de
7210°.
Una alternativa para solventar la anterior desventaja de los métodos explicitos son los
métodos implicitos. Pero antes de revisar estos métodos es interesante analizar un
problema bidimensional con la formulaciéon implicita, por ejemplo
du d'u 9u
9c 9x’ ar

Toma la siguiente forma en diferencias finitas si se usa discretizacion hacia adelante en el

(7.21)

tiempo y discretizacion centrada en el espacio

uy —uy _ Uiy = 2uf Ul U =20 (7.22)
AT (AX)? (AY)?
Si AX=AY y r=A7/(AX)’, la ecuacién (7.22) toma la siguiente forma
-l = 2u gy 4 Uiy =200 U (7.23)
= - 5 .
AT (AX) (AY)

Notese que esta expresion es idéntica a la obtenida por el método de Jacobi, para la

ecuacion de Laplace en dos dimensiones, si se define

En la discusion del método de Jacobi se menciond que @ <1 para obtener soluciones

estables, o sea esto implica que

es la condicion de estabilidad para un método explicito aplicado a una ecuacion

parabolica con dependencia temporal y dos dimensiones espaciales.
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En seguida se muestra el esbozo del programa para resolver el problema dado por la
ecuaciones (7.6)-(7.9) con el esquema completamente explicito:

1. Llamar rutina de lectura de datos (N,r,7__ )

2. Inicio del ciclo de iteracion k£ =0

3. Inicia ciclo 1

Parai=2a N-1
k+1 k k k k
Obtener u; " =u; + r[ui+1 —2u; + u,._l]

Termina ciclo 1

4. k< k+1, 7<kAt, revisar si 7 alcanzo al tiempo limite 7, , y tomar la decision
pertinente: volver a inicio del ciclo 1 (paso 3) o parar el programa.

5. Se podra optar por escribir el perfil de u(X,7) en los instantes deseados.

Solucion de una ecuacion diferencial parabolica unidimensional con condiciones de
frontera tipo Dirichlet con un esquema totalmente explicito.

Es interesante ver que el cambio del programa acabado de mostrar para la solucion del

problema bidimensional siguiendo es menor. Esto se aprecia en el siguiente esbozo:

1. Llamar rutina de lectura de datos (N,M,r,T

max

) [supone AX =AY ]
2. Inicio del ciclo de iteracion, k£ <0

3. Inicia ciclo 1
Parai=2a N-1
Para j=2aM -1
k+1 _  k k k k k k
Obtener u;; =u; ,+r (”m,,- —du;  u, g, )
Termina ciclo 1

3. k<—k+1, 7« kA7, revisar si 7 alcanzé al tiempo limite 7, y tomar la decision
pertinente: volver a inicio del ciclo 1 (paso 3) o parar el programa.

4. Se podra optar por escribir el perfil de u(X,Y,7) en los instantes deseados.

Solucion de una ecuacion diferencial parabolica bidimensional con condiciones de
frontera tipo Dirichlet con un esquema totalmente explicito.
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8. Métodos implicitos para solucion de ecuaciones diferenciales parabdlicas
Estos métodos estdn basados en representar la derivada temporal en términos de la

funcion en los instantes 7 y 7 — A7, asi en series de Taylor

2
u(T—Ar)=u(z’)+g—Z(—Ar)+2L!g;2l (A7) +... (8.1)
De esta ecuacion se puede obtener
Ju _u@-uT=A7)  5ap (8.2)

ot At
Usando los indices para la posicion y el tiempo definidos anteriormente

k ko k-l
(g—g = %+ O(AT) (8.3)

Usando la formula de discretizacion central para la segunda derivada con respecto a X,
se encuentra que la ec. (7.6) toma la siguiente forma

—u " = —uf + r[ui/il —2uf + ul.'il] (8.4)

en donde 7 una vez mas es r = Az /(AX)’. Para poder calcular u' la ec. (8.4) se debe
escribir como un conjunto de ecsuaciones algebréaicas lineales
ruik_l —(1+ 2r)uik + ru,.'irl =—u', para i=2,3,.,.N-1 (8.5)

1

en donde N es el nimero de nodos usados en la direccion X. La celda computacional del

método implicito se muestra en la siguiente figura

L'} AXAX
|
)"C (a ™y
T Ar
k-1 e}
k-2 AT
— : | » x
il i i+l

Figura 23. Celda computacional para el método implicito.
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Si N =8 (o sea 7 incrementos y 8 nodos) se tendra la siguiente malla

T
AX AX

k+1

X At
-1 At
k-2

k

3

2

1

0 X

Figura 24. Malla computacional para la soluciéon de una ecuacién parabolica
unidimensional con discretizacion de 7 incrementos.

Y las ecs. (8.5) toman la siguiente forma

i=2 ruf —(L+2r)ul +rul = -ul™
i=3 rul = +2r)ul +ruf =-uf”
. k k k k-1
i=4 ruy —(1+2r)uy +rug =—u, (8.6)
i=5 ruf —(+2r)ul +ruf =-ul"
i=6 ruf = +2r)ul +rus =-u"
i=7 ruf —(14+2r)ul +rul =-uf™

Este sistema podra resolverse si se incorporan las condiciones de frontera e inicial. Por
ejemplo si G,(7) y G,(r) en X =0,1 respectivamente, para 7>0;y F(X) en 7=0
para 0 < X <1. Entonces el sistema de ecuaciones en forma matricial es:
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1 0 0 0 0 0 0 O)\(uf -G, (t")

r —-r r 0 0 0 0 0 ué‘ ué‘*l

0 r —r r 0 0 0 Ofuf uy !

0 0 r —r r 0 0 Ofu __ uy™! 8.7)
o 0 0 r —-r r 0 O u;‘ uf - ‘

0 0 0 O -r r 0flul ué -

o 0 0 0 0 r =-rr u;‘ uf -

00 0 0 0 0 0 1){u -G, (")

En general para una discretizacion con N nodos las ecuaciones de los coeficientes en el

sistema tridiagonal formado por las incognitas U, =u/ tendran la siguiente forma

4=C =0, B =1, D =G\(r) (8.8a)
4=C=r, B=—(142r), D =-u", para 2<i<N-1 (8.8b)
4,=C,=0, B, =1, D, =G,(r) (8.8¢c)

Notese que este es un sistema tridiagonal el cual puede ser resuelto con el algoritmo de

Thomas. En notacidén matricial compacta el sistema (8.7) es
{4, o} =~{u™] (8.9)

La condicion inicial estd dada por {uf} , asi que {u;} se obtendra por

{u}=—~{4} {u)] (8.10)

Y para el siguiente instante

fury=={4,} {u)} (8.11)

En esta forma se avanza a lo largo del tiempo, integrando la dependencia en X de una
sola vez para cada instante.

Este método es uniformemente estable para cualquier valor de r. Sin embargo cuando
A7 se aumente la solucion es menos precisa. La razon para esto es que el error en la
primera derivada con respecto al tiempo es de orden Az, y el error en la segunda
derivada con respecto a X es del orden (AX)’.

La precision en el método explicito en general es mucho mejor, asi que una combinacion
de los métodos explicito e implicito parece una buena posibilidad para mantener la
estabilidad, pero consiguiendo una solucion precisa. Un esquema numérico que consigue

lo anterior es el planteado en el método de Crank-Nicholson.

El esbozo del programa de computacion es el siguiente:
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1. Llamar rutina de lectura de datos (N,r,7_ )

2. Llamar rutina de célculo de coeficientes 4, B,, C, para 1<i< N con las ecuaciones
(8.8)

3. Inicio del ciclo de iteracion, k <0
Inicializar coeficiente D, para 2<i< N -1, ecs. (8.8), con condicion inicial
F(X)ent=0para0< X<1.

4. Evaluar coeficientes D, y D, usando las ecuaciones (8.8a) y (8.8c).
Llamar rutina con algoritmo de Thomas para encontrar los N valores de U, para

k
entonces u; < U, .

5. k< k+1, T« kA7, revisar si 7 alcanzé al tiempo limite 7, , y tomar la decision
pertinente: volver al paso 4 o parar el programa.

6. Se podra optar por escribir el perfil de u(X,7) en los instantes deseados.

Solucion de una ecuacion diferencial parabolica unidimensional con condiciones de
frontera tipo Dirichlet con un esquema totalmente implicito.
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9. El Método de Crank-Nicholson
Se introduce el método con la idea de resolver el problema planteado por las ecuaciones

(7.6)-(7.9). Para ello, consideraremos las siguientes expansiones en series de Taylor
dulz 1 ’u At

M(T+—)— (0)+ Fy— 2'8 2(—) 9.1)
oulAr 1 9*u At
u(r——)— (O)-5 Tty () - 92)
La resta de estas dos ecuaciones da como resultado
du) u(t+A7/2)—u(t-At/2
[arj ( )M( )y +0[ (A7) ] (9.3)
De esta ecuacion podemos obtener
ou k Lk ke
(a_rj =T+”€5}“[(Ar)2] (9.4)
k+1/2
ou utt =yt
(5] = +0[ (A7) ] (9.5)

La ecuacion diferencial que se intenta resolver, ec. (7.6), se escribird ahora como

k+1/2 2 k+1/2
CLA I (9.6)
a7 ), 90X )

Donde el miembro derecho se aproximara como

k+1/2 2 k 2 k+1
dul L duy  (ou 9.7)
a7 ), 21\0Xx" ) (90X ).

Asi que la ec. (9.6) toma la forma

f+1 k k+1 A+] k+1
ui _ui _ 1 ui+1,j 2 +u1 —1,j

AT 2 (AX)2 2 (AX )2

1u —2u +”,1,

i+l,j

(9.8)

Que se puede arreglar como

Gj ST r)uf + (;)u,ﬁql = —[Gj ub + (1=t + G)u"l} (9.9)

Esta ecuacion es de la forma tridiagonal, y se puede usar para i =1 a N, de tal manera
que el sistema se puede resolver para encontrar {ui}, {uf} , {uf}, etc. Notese que la ec.

(9.6) también podria escribirse como
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k+1/2 ) k+1/2 P k P k+l
gul o[ L) caen| Zh] sa| 2
ot ). 0X*) 90X X

i i

K1k 2 \F 2\
6 w2 “1+24 J .
AT X" ). X" ).

En donde si 4 = 0 se obtiene el método explicito,

si A =1 se obtiene el método implicito,

ysi A= % se obtiene el método de Crack-Nicholson.

Las regiones de estabilidad se muestran en la siguiente figura

Inestabi

0 1/4 172

(9.10)

Figura 25. Region en donde el método de Crank-Nicholson es estable.

Para A = 0 el método da soluciones completamente estables, pero la solucion puede tener

comportamiento oscilatorio. La region de este tipo de soluciones s
continuacion

€ muestra a
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12 4— - - - - f

Inestabie

"t

Figura 26. Region en donde con el método de Crank-Nicholson se
obtienen soluciones estables pero oscilatorias.

El método de Crank-Nicholson es uno de los mas recurridos para resolver ecuaciones
parabdlicas porque tiene buenas caracteristicas de estabilidad y precision de segundo
orden.

Para el problema planteado, por las ecs. (7.6)-(7.9), los coeficientes de la matriz

tridiagonal estan dados por

4=C=0, B =1, D =G/() (9.11a)
r
A':C‘:E’ B =—(1+r),
para 2<i<N-1, (9.11b)
r r
D, = _HEJ”ik—] +(1=r)u/ +(Ej”1‘k+1:|
4,=C, =0, B,=1, D, =G,(7) (9.11¢)

El esbozo para el programa planteado con estas ecuaciones se muestra a continuacion y
es de notarse la similitud con el programa que se escribiria para el método implicito. De
hecho el mismo programa puede usarse para ambos métodos y atin el método totalmente
explicito si se es suficientemente cuidadoso para transferir la informacion y el valor

adecuado del parametro A (0,1,1/2) que define el método.
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1. Llamar rutina de lectura de datos (N,r,7, )

2. Llamar rutina de célculo de coeficientes 4,, B,, C, para 1<i< N con ecuaciones
(9.11)

3. Inicio del ciclo de iteracion, k <0
Inicializar coeficiente D, para 2<i<N-1, ecs. (9.11), con condicién inicial
F(X)ent=0para0< X<1.

4. Evaluar coeficientes D, y D,, usando las ecuaciones (9.11a) y (9.11c).
Llamar rutina con algoritmo de Thomas para encontrar los N valores de U, para

k+1
luego u;” «-U,.

5. k<=k+1, < kA7, revisar si 7 alcanzé al tiempo limite 7, , y tomar la decision
pertinente: volver al paso 4 o parar el programa.

6. Se podra optar por escribir el perfil de u(X,7) en los instantes deseados.

Solucion de una ecuacion diferencial parabolica unidimensional con condiciones de
frontera tipo Dirichlet con un esquema de Crack-Nicholson

Pagina 362



Capitulo VI: EDP’s diferencias finitas Octubre de 2004 J. A. Ochoa Tapia

10. El método implicito de direccion alternada (ADI)

En la integracion de ecuaciones diferenciales parciales en dos o tres dimensiones se
puede usar el método de inversion de linea por linea, pero es necesario introducir una
nueva idea. El método que usa esta idea es el método implicito de integracion alternante.
Con el objeto de demostrar el funcionamiento del método se considera el problema

definido por la siguiente ecuacion diferencial

au_azu 0%u

—= +— 10.1
or 0X* 0V’ (10-1)
Y las condiciones de frontera e inicial
en X=0 u=G(7) (10.2)
en X=1 u=G,(7) (10.3)
en Y=0 u=H/(7) (10.4)
en Y=a u=H,(7) (10.5)
para 7=0 u=F(X,Y) (10.6)
La funcién u depende de X,Y y 7, por lo tanto
u=u(X,Y,, ") =uj (10.7)
en donde
' =kA7, X, =(-DAX, Y, =(j-D)AY (10.8)
Entonces

AX =1/(N-1), AY=a/(M-1)
El método ADI involucra el calculo de valores de u para tiempos intermedios a "k" y
"k+1" por integracion en la direccion Y. Estos resultados intermedios se usan para
encontrar los valores de u en el nuevo instante por integracion en la direccion X .

Esta idea se expresa como

k+1/2 k k+1/2
du *u o’ u
P 1 — = —— —_— 10.9
e (81]1,] (aijl,J-l-(aYz]l,j ( )
k+1 k+1 k+1/2
du o’ u o’ u
P II — = —— —_— 10.11
e (arjl,j (aiji,/‘ +(ayzjt,1 ( )

En forma discretizada las ecuaciones son

k+1/2 k k k k k+1/2 k+1/2 k+1/2
u =y {u —2u;; +u; } {u* _2%; +u }
_ , + )

i,j i,j i+1,j i-1,j i,j+1 i,j—1
AT/2 (AX)? (AY)?

Paso I (10.12)
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k+1 k+1/2 k+1 k+1 k+1 k+1/2 k+1/2 k+1/2
Paso 11 U, —Uu; _ Uiy 2” ;otu; + Ui i1 2“ tu; (10.13)
AT/2 (AX)2 (AY)

Estas dos ecuaciones facilmente se pueden escribir en forma tridiagonal

Paso I
7\ ke . F) g r r
(Ejufji/lz_(l‘l'r)uk 172 +(Ejuffi/12 :_|:(2j l lj+(1 F)u [2] l+1/j| (10 14)
Paso II
r r r r
(Ej Bl + (Jufjlsz—[(zj u (A= r)ut + (J lkﬂz} (10.15)
En donde
At A7
(AX)*  (AY)?
Tanto la ec. (10.14) como la (10.15) son validas para cada (i,j) en 2<i<N-1y
2< <M -1.

La integracion en cada una de las direcciones se realizara como se muestra
esquematicamente en la figura siguiente y de acuerdo a las ecuaciones descritas a

continuacion:

-
>

k+]

¥

¥
o

¥

Figura 27. Diagrama que muestra en forma esquematica que los valores en el instante
k+1/2 se obtienen al resolver las ecuaciones primero columna por columna, y
después los valores correspondientes al instante k+1 al resolver las ecuaciones

renglon por renglon.

Pagina 364



Capitulo VI: EDP’s diferencias finitas Octubre de 2004 J. A. Ochoa Tapia

Paso 1

k+1/2 nen

Las incognitas son u,,'~, asi para cada "i" en 2<i<N-1, debe resolverse un

sistema tridiagonal de M ecuaciones del tipo

Ay, U, +By,U,+Cy, U, =Dy, para 1<js<M

Endonde U, =u;"?, y los coeficientes estan dados por

A4,,=C,,=0, B, =1,D, =H,(7") (10.28a)
r
A, =Cy, = > By, =—(1+r)
para2< j< M -1, (10.28b)
” k
|: 5 llj+(1 r)u +(2J t+l,]}
4,,=C,, =0, By, =1,D,, =H, (") (10.28¢)

Paso I1

k+1
i,j ?

sistema tridiagonal de N ecuaciones del tipo

A4,,U_+B,,U+C,, U, =D, para 1<i<N

H -

Las incognitas son u;; , asi para cada en 2<j<M -1, debe resolverse un

En donde U, =u;7', y los coeficientes estan dados por

A, =C,, =0, B, =1,D, =G(r"") (10.29a)
r
4,,=Cy, =7 B, =—(1+r)
para2<i< N -1, (10.29b)
r
e R (e

4,,=C,, =0, B, =1,D, =G, (") (10.29¢)

Ahora se muestra un esbozo del programa de computacion:
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1. Llamar rutina de lectura de datos (N,M,r,7,_, )

2. Evaluar coeficientes 4,, B, y C, para 1<i< N con ecs. (10.28) y coeficientes 4, ,
B, y C, para 1< j <M con ecuaciones (10.29).

3. Inicio del ciclo de iteracion: £ =0, ugj < F(X,,Y,) para todo el dominio.

4. Ciclo de barrido en X
Inicio de ciclo 1
Para 2<i<N-1
Obtener D, ; para 1< j<M usando las ecs. (10.28).

Llamar rutina con algoritmo de Thomas para encontrar los M valores de U, y

k+1/2

luego u; ;" «~U,.

Final del ciclo 1

5. Ciclo de barrido en Y
Inicio de ciclo 2
Para 2<j<M -1

Obtener D,, para 1<i< N usando las ecs. (10.29).
Llamar rutina con algoritmo de Thomas para encontrar los N valores de U, y luego
u,.'fj.l «U,.

Final del ciclo 2

6. k< k+1, 7< kA7, revisar si 7 alcanz6 al tiempo limite 7, , y tomar la decision
pertinente: volver al paso 4 o parar el programa.

7. Se podra optar por escribir el perfil de u(X,Y,7) en los instantes deseados.

Solucion de una ecuacion diferencial parabolica bidimensional con condiciones de
frontera tipo Dirichlet con un esquema ADI
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El método ADI es estable para cualquier valor de », y aunque no es obvio es de segundo
orden en Az, AX y AY. Este método también se puede utilizar para la solucién de
ecuaciones diferenciales elipticas al introducir artificalmente el término de acumulacion y
puede considerarse una variacion del método inversion linea por linea. Por ejemplo, en el

caso de que se desee resolver el problema planteado por

0’u d%u
+——=0 10.30
0X*> 0Y? ( )

Y las condiciones de frontera e inicial

en X=0 u=G(7) (10.31)
en X=1 u=G,(7) (10.32)
en Y=0 u=H (1) (10.33)
en Y=a u=H,(7) (10.34)

La solucion puede buscarse con el método ADI, para ello se agrega el término de
acumulacion a la ecuacion diferencial (10.30) para obtener
du 0°u 0’u
TS T
ot JdX~ 0Y

Para tener completa la definicion del ahora problema de valor inicial es necesario agregar

(10.30%)

también una condicion inicial, por ejemplo

para 7=0 u = u, = constante (10.35)

Esta puede ser cualquiera puesto que lo que se requiere es la solucion en estado
estacionario de la ec. (10.30*) y un problema lineal solo tiene una solucioén. En este punto
debemos reconocer que la busqueda del estado estacionario de la ec. (10.30), que es la
solucion del problema original puede hacerser con el método ADI tal como lo discutimos
al inicio de esta seccion. El proceso de solucidon puede acelerarse ya que no se requieren
los valores intermedios entre el inicio y el estado estacionario y por ello puede un A7
mucho mas grande que el requerido para visualizar los detalles del comportamiento
dinamico. Asi el programa para encontrar la solucion del problema planteado por las
ecuaciones (10.30)-(10.34) es esencialmente el mismo que se esbozd en la pagina
anterior, ya que solo debe adicionarse una rutina para probar si el estado estacionario fue

alcanzado.
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11. Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales parciales no-lineales

Una posibilidad para resolver problemas con ecuaciones diferenciales parciales no-
lineales es primero encontrar la forma de linealizarlas de tal manera que se puedan usar
los métodos de solucion revisados anteriormente. Consideraremos el siguiente problema

dado por una ecuacion de tipo parabdlico y con una de sus condiciones de frontera de

tipo mixta:
du_0 [ ou (11.1)
07 00X\ 00X
Con condiciones de frontera
Jdu
En X=1 —+yu=0 11.2
B AL (11.2)
En X=0 u=0 (11.3)
y la condicion inicial
Cuando 7=0 u=F(X) (11.4)

Los coeficientes &, £, ¥ y o son funciones de la variable dependiente .
Para la solucion se usard un esquema basado en el método de Crank-Nicholson o sus

analogos. Asi la ec. (11.1) en diferencias finitas es

a k+1/2 a a k a a k+1
u u u
) ot P i Al A
(arl ( ){ax(“axﬂi ' [ax(“ax]l

M+l _ ok k s
LR N DML | I A P (11.5)
Az ax\"ax)| 7 ax\"ax)|

A=0,1,6"%,

, . . . ., ., . . k+1
La forma mas simple de linealizacion de la ecuacion diferencial es evaluar o (u; "

;" )enel
instante previo, o sea

a™)y=al)

i
Esto introduce un error que decrecerd cuando A7 se haga pequeio. Pero valores
pequetios para A7 significan tiempos de computacion grandes, por lo tanto es adecuado
buscar otra forma, una de ellas es el método de linealizacién de Richtmeyer que
revisaremos a continuacion. El mismo tipo de linealizacion podria intentarse en la
condicion de frontera, y claro el precio a pagar seria el ya mencionado. Una mejor opcion

es la presentada a continuacion.
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Método de linealizacion de Richtmeyer

En este método se utilizan series de Taylor para expandir la parte del término difusivo

evaluada en el instante “k + 1 de la manera siguiente

k+1 k k
du du 0 du
ul [ 2% ) tar |2 g0" 11.6
[“axl (“axji AT {BT(QSXHI, (11.6)
k ) k P k
(@24 +ar |t 2H +(a—“] du (11.7)
X ), 070X d7 )\ X ),

i

k k k k k
du . 0 (Odu daY (ou) ( du
) PV YV v can ey I [ e | e 11.8
(“ax] ’ T[“’ ax(aJﬁ(aJ(wMax” (11.8)

i i

Para la derivada g_u se usa
T

k K+ k K+
= Au;
Qu) _u —u; _ Ay (11.9)
7). At At
Aqui se ha introducido la nueva variable dependiente
Auf =uf" —uf (11.10)

De esta forma la ec. (11.9) toma la siguiente forma
k+1 k & k
POLCLN R VLN I Y +(a—“j QN w11
0X ), X ), 0X du );,\0X )
Usando esta expresion en la ec. (11.5) que es la representacion de la ecuacion diferencial
(11.1) se obtiene para A =1 (Método implicito)

k+1 k k k
—Aui = i aa_u +0{f_‘ iAul_k*l +(a_0() a_u Aul_k“
At 00X 0X 0X ou )\ 0X

i t i

K+l k k k
o Au _ 9 [L0u) 0 [k 0 pp)| 9 (a—“j 9u ) At l(1112)
At dX| 9X 0X 0X 0X |\ du 0X

i i i

Primer término Segundo término Tercer término

Ahora se deben obtener las derivadas con respecto a X de cada uno de los tres términos

representados entre corchetes del miembro derecho, asi
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Primer término:

g [P e fou)
9 ( aqu_ X)L, X)L,

—| — =
0X\ dX), AX
%) (uik+l _“ik)_aik—l/z (uzk _uz‘k—l)
- BX) (11.13)
Segundo término:
a_ af‘iAu(”l _ o'y, (Auly = Auf™) -l (Au™ = Auf (11.14)
ax " ax (AX)’

Tercer término:

9 (a_a) du) el
oxX |\ ou ) \ox '

i

k k
[ G L € RN TN Ee
U i ou )y,

Debemos hacer notar en el desarrollo de las ecuaciones (11.13)-(11.15), el uso de
formulas de diferenciacion central para las primeras derivadas. La idea detras de ello es
que las féormulas obtenidas deben reducirse a las desarrolladas para el caso en que el
coeficiente difusivo sea constante.

Para las variables obtenidas en medio de dos nodos se puede usar la representacion

Aultt + Au™

Aujj, = —H——— (11.16)
A ,k+1+A (Hl

Aut) z% (11.17)

Utilizando las ecuaciones (11.13) a (11.17) en la ecuacion (11.12) se obtiene

i’ k k i’ Kk
k+1 — — —
Au; Hisi12 (”m U; ) Xisisa (”i Uiy )

At (AX)
" A (Auf = Auf™) —of ), (Auf™ =~ Auf
(AX)’
k
b L 0] (- ()
2(AX) U iy
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Jdo k_ ok k+1 k+1
(au ) 1/2(ui uly ) (Auf™ +Au )} (11.18)

k+1 de

Esta ecuacion se puede rearreglar para obtener una ecuacion algebraica para los Au;;

forma tridiagonal

aa k 7 aa ¢
A +r(al,, +al ) - Wk —uh) [ 24 +H = | )| 5=
{ ( bz * 1) 2 ( a8 L) U Jiy \2 ( l I_l) o ),y

da )

-Aultiral +(1) ul, —ul (—)
1+1{ i+1/2 2 ( i+l ’) ou 2
-Aulirak +(£)(”k_u'k )(a_a)k -
i1 =12 20 A Qu i-1/2

= r{ o (ufy =iy = ol (uf —uf) } (11.19)
Notese que la ec. (11.19) es de la forma
A Aul + Bf AU + CH AU = Df (11.20)

Este es un sistema tridiagonal de ecuaciones lineales, pero ahora los coeficientes son
dependientes del tiempo y la posicion; en una malla de N nodos estdn dados para

2<i< N -1 por las siguientes formulas

A = {ra ) (g] (uf —ut ( J } (11.21a)
o ‘ oo
_1+V( i+1/2 +0{ 1/2) [ j 1+1 (B_JH—”Z ( j(u _uz l)igji_wz (1121b)

Cz‘kz { i+1/2 ( ) Uy — U, ( j } (11.21¢)

Df =r{a,,(uf —u el (! —uf!) (11.21d)

i+l

El valor de u/*' se obtendra con la ec. (11.10), una vez se adicionen las ecuaciones para
los nodos 1 y Ny ellas junto con las ecuaciones (11.20) se resuelvan

u™ =ul + Au (11.22)

Notese que los coeficientes de la matriz se deben recalcular antes de resolver las

ecuaciones para un nuevo instante,
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Condiciones de frontera

Ahora trataremos la condicion de frontera no lineal dada por la ec. (11.2)

En X=1 ﬂg—;+yu=0' (11.23)
En el instante 7*"
a k+1
(ﬁﬁj +(y u)l;rl =(0')I;V+1, para k>0 (11.24)
N

Usando series de Taylor para la expansion en el tiempo, el término con la derivada

espacial es
k

ou )" ou ) o ( ou
(255, (55 == o) e

N N N

, dul" [ou] Y (auY (ou) | 0 9 (du)
o o5 o] e {(E)N(EMWJN *ﬁ%(a—xl}

que puede también escribirse como

k+1 k k k
du du aﬂ du k+1 i 0 K+l
- = f—— - — 1 A —A 11.26
[ﬂax} ['%xL{aJJaxJ uv Ay he (1126

N N

En forma similar

! =, ae [ |

ar ) . .
= (yu)" +(a—y)Nufv Aul 4y f AUk (11.27)

y el Gltimo término en (11.24)

k
(o) = (o) +(%—Zj Auly (11.28)
N

e las ecuaciones (11.25) a (11.28) en (11.24) da como resultado

aﬂjk(au]k K+l ¢ 0 K+l
+| — — | Auy + By —Au,
. ( A G

du Jy\0X ),
Iy o)

+ u)];v+(—y) ul Aui +yh Aul! :}Jﬁ+(—) Ault (11.29)
ou )y ou )y
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Donde los tres términos sefialados se cancelan porque la ecuacion (11.22) también es

vélida para el instante “7* . La ecuacion (11.29) se reduce a
a + +
ﬂ’]‘va—XAu'}§,1+Q',‘vAufvl =0 (11.30)

donde

k k k k
Q) :(%) (ﬂj +(8_}/] ut, _H/,;v_(a_a) (11.31)
ou ) \0X), \ou)y ou ),
Noétese que la ecuacion (11.30) es una condicion de frontera lineal para Au*', y se puede

discretizar espacialmente usando una férmula de diferenciacion hacia atras para obtener

B ( Ay =Ml )+ QLA X AU =0

6 Aul (B + QA X )= Auf’ B =0 (11.32)
Los coeficientes de esta ecuacion en su forma tridiagonal son

Ay =P, By =(Bi+QyAX), C =D} =0 (11.33)

La ecuacidn para el nodo 1 se obtiene al representar la derivada en X =0 en diferencias
finitas, reconocer que es valida para cualquier instante 7 > 0 e involucrar la ec. (11.10),

asi

Ault =AU =0 11.34
2 1

Y por esto los coeficientes de la primer ecuacién del sistema tridiagonal son

A4'=0,Bf =-1,Cf =+1,Df =0 (11.35)

Debe notarse que el esquema que se acaba de discutir puede usarse para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales si se usa la idea del falso estado
transitorio, esto es introducir el término de acumulacion. Claro que en este caso pueden
existir varios estados estacionarios y su busqueda dependera de la condicion inicial
usada.

El esbozo de un programa para resolver el problema planteado por las ecuaciones (11.1)-

(11.4) se presenta a continuacion:
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1. Llamar rutina de lectura de datos (N,r,7,,,)
2. Inicio del ciclo de iteraciéon: k=0, u’ < F(X,) para 1<i< N.

3. Llamar rutinas de evaluacion de los coeficientes del sistema tridiagonal
A', B, C y Df con ecs. (11.34)
A, B, C! yDf para 2<i<N-1 conecs.(11.21)
A%, By, CY y Dy conecs. (11.33)

4. Llamar rutina con algoritmo de Thomas para encontrar los N valores de U, para luego
k+1

i .

Auf*" «~ U, , entonces obtener el campo en el nuevo instante con u™ =u/ + Au

5. k<k+1, < kA7, revisar si 7 alcanz6 al tiempo limite 7, , y tomar la decision

pertinente: volver al paso 3 o parar el programa.

6. Se podra optar por escribir el perfil de u(X,7) en los instantes deseados.

Notese que se requiere la incorporacion de rutinas para obtener los coeficientes &, f3, ¥
y 0, asi como sus derivaradas.

Solucion de una ecuacion diferencial nolineal parabolica unidimensional con
condiciones de frontera tipo mixta nolineal con un esquema totalmente implicito
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Problemas propuestos

En los problemas que incluyen programas de computo debe entregarse un reporte

escrito que incluya el programa, resultados y discusion, y no deben faltar las

ecuaciones discretizadas y un esbozo del método de solucion seguido.

Problema 1

El siguiente problema de valor en la frontera es un modelo para una particula catalitica

con seccién transversal cuadrada y reaccion irreversible de primer orden. El médulo de

Thiele se representa con ¢.

Ecuacion diferencial:

°C o9°C 0<X<1
—+t->=¢"C,en

0X* 0Y 0<Y<l1

Condiciones de frontera:

EnX=1C=1
EnX=0C=1
EnY=1C=1
EnY=0,C=1

El problema se muestra en forma adimensional. Se requiere:

a. Escribir la ecuacion diferencial en su representacion en diferencias finitas.

b. Resolver el sistema de ecuaciones generado en forma directa ( sin iteraciones )

para encontrar el perfil de concentracion. Utilice una red con AX =AY =0.25y

p=1.

c. Grafique el perfil de concentracion para Y =0.25, 0.5y 0.75.
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Problema 2

Resuelva manualmente el siguiente sistema de ecuaciones usando el algoritmo de

Thomas.
1 20 0)x) (1
311 0f[x,| |0
01 2 1fx]| |0
001 1)lx,) (2
Problema 3.

nen

Utilizando diferencias centrales alrededor del nodo "i" encuentre una féormula para la
representacion en diferencias finitas del témino radial en el operador nabla. La formula
deben ser til para coordenadas cilindricas y esféricas y debe indicarse las condiciones
bajo las cuales se recupera la formula obtenida para cordenadas cartesianas.

Problema 4.

Este problema estd basado en la idea de que hay muchas situaciones en las que es
necesario usar soluciones numéricas con mallas con espaciamiento variable entre los
nodos. Deduce, utilizando series de Taylor, las formulas para la representacion en
v,
Ahora a diferencia de lo revisado en el texto debe considerarse que el espaciamiento

diferencias finitas de la segunda y la primer deriva espacial alrededor del nodo

entre el nodo "j" y el "j+1" es diferente al entre los nodos "j" e " j—1". Incluye las
tres posibilidades para la primer derivada e indica claramente como es que se recuperan

las formulas para el caso de espaciamiento constante.

Problema 5.

Escribe una rutina en FORTRAN que use el algoritmo de Thomas para resolver un
sistema de M ecuaciones tridiagonales. Usando la misma rutina pruébala, ademas de con
el problema 2, con tres sistemas diferentes de 5 o mas ecuaciones. El programa debe leer

los datos de un archivo y poder realizar las cuatro soluciones pedidas en una sola corrida.

Problema 6.
Escriba un programa en FORTRAN para resolver el problema planteado en la
introduccion de la seccion de métodos numéricos:
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= -®’y=0, en a<x<b (2.30)
dx
Sujeta a las condiciones de frontera tipo Cauchy dadas por
en x=a, ﬂzaa(y—ya) (2.31)
dx
en x=b, -6 (=) (2.32)
dx

El reporte entregado deben presentarse graficas que demuestren la capacidad del

programa para reproducir los resultados presentados en la seccion 2.

Problema 7.
Escriba un programa en FORTRAN para resolver el problema 1 de este grupo y presente

resultados para @ igual a 0.1, 1 y 10. Haga un analisis de convergencia de los resultados.

Problema 8
Escriba una férmula implicita utilizando diferencias finitas para el siguiente problema
ou_0 [,0u 0
or JdX\| dX
en donde a(u) =u,y las condiciones de frontera son:
a u 4
en X=1, —+N, u=u 2
ox " @
en X=0, u=0 3)
cuandoz=0 u= f(X) 4)

Incluyase en la formulacion la consideracion de la inversién como matriz tridiagonal.

Problema 9

Use un método de diferencias finitas totalmente explicito para resolver el problema dado
por la ecuacion diferencial

au_azu

3 ax 0" .
y las siguientes condiciones de frontera:
en X=0, wu=1 ()
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enX=1, u=0 3)
cuandoz=0 u=0 4)

Problema 10

Escriba, para el problema 9, una formulacion Crank-Nicholson considerando o
constante.

Problema 11

Escriba un programa en FORTRAN para resolver el siguiente problema de valor en la

frontera:
2 0<¢<
10 [gu), 90U _ o £<¢ (1)
Ead&\"d&) 07 0<Z<1
sujeta a:
en Z=1, u=0 para 0<&<{ )
en Z=0, u=1 para 0<&<{ )
ené=¢, u=0, para 0<Z<I 3)

Es recomendable involucrar el método de inversion linea por linea.

Problema 12
Escriba un programa en FORTRAN para resolver, usando el método ADI, el siguiente
problema de valor en la frontera:

ou 19 du) 10°u 0<£<1
—=——|{— |+—F=—en (D
or £d&\"dE) &£ 00 0<6<2r
sujeta a:
cuando 7=0 u=0 2)

ené=1 u=I 3)

Problema 13
Escriba un programa en FORTRAN para resolver, usando el método ADI, el siguiente
problema de valor en la frontera:

du 19 du) 0’u
P it 1
o7 gag(fag}razz M)
sujeta a
enZ=0 u=1 2)
enZ=1 u=0 3)
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ené=¢{ u=0 “)

cuando 7=0 u=1 %)

Problema 14

Elabore un programa en FORTRAN para resolver por el método de diferencias finitas el

problema definido a continuacion:

Ju 10 du | 2,
E—gﬁ[fﬁJ ®°u, en0<ELI

u

Cuando 7=0 u=0

Bn &0 -

¢
En =1 u=1

En la presentacion de resultados considere los valores 0.1, 1.0 y 10 para el pardmetro @ .

Use mallas de 11, 21, 41 y 81 nodos y discuta su efecto en la convergencia de los

reultados para cada valor del pardmetro @ . Presente graficas de los perfiles de u para

los instantes 7=0.1,0.5y 1.0.

Problema 15

Plantea tres posibilidades para la solucién numérica del siguiente problema usando el
método de diferencias finitas e involucrando el algoritmo de Thomas para resolver las
ecuaciones algebraicas resultantes de la discretizacion de la ecuacion diferencial y las
condiciones de frontera.

El problema esta dado por

2
dUZ—CI)Z U __0, en 0<x<I (1)
dx K, tU
en X=0, en d—U=O (2)
dX
en X=1, en U=U, 3)
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Debes escribir claramente las ecuaciones discretizadas y mostrar los pasos principales a
considerar en el programa de computo. No olvides indicar los ciclos de convergencia si
es que los hay.

Escribe un programa de computo y evalia la eficiencia de cada una de la alternativas

propuestas.

Problema 16

Plantea tres posibilidades para la solucién numérica del siguiente problema usando el
método de diferencias finitas e involucrando el algoritmo de Thomas para resolver las
ecuaciones algebraicas resultantes de la discretizacion de la ecuacion diferencial y las
condiciones de frontera.

El problema esta dado por

dUz ®2U?=0, en 0<X<l (1)

dX

en X=0, en au =Bi(U-U,) (2)
dx
dUu _

en X=1, en ——— U-U, 3
dX Bi ) @)

Debes escribir claramente las ecuaciones discretizadas y mostrar los pasos principales a
considerar en el programa de computo. No olvides indicar los ciclos de convergencia si

es que los hay.

Escribe un programa en FORTRAN y analiza cuantas iteraciones son necesarias para
alcanzar la convergencia, esto en funcion de la forma para linealizar y del modulo de

Thiele @ .

Problema 17
El siguiente modelo puede usarse para estimar el efecto de mojado no uniforme en una

particula esférica

U 1 9/(. 1 2 AT
0— |-DU
ar 5235(5 fj fsenﬁaﬁ(sen aeJ

Con la condiciones de frontera e inicial siguientes

En ¢=1 U=U_(6,r) para 7>0

U esfinitaen0<£E<L]

Pagina 380



Capitulo VI: Problemas propuestos Octubre de 2004 J. A. Ochoa Tapia

Cuando =0 U=0 para 0<&<1
Escribe un programa en FORTRAN usando el método ADI para encontrar el perfil de
concentracion U (£,60,7) y el factor de efectividad 7(7). Usa la solucion obtenida bajo
la suposicion del falso estado estacionario en la concentracion de la particula, es decir

que el término de acumulacidn se desprecia, para probar el programa

Problema 18
En muchas situaciones practicas las particulas cataliticas estan suspendidas en un fluido
dentro de un tanque agitado. En el caso de particulas esféricas un modelo adimensional
esta dado por

U _ 10 ( 29U

9 T Fae afj_qﬂ]

Sujeta a la condicion de frontera

du _ .
En &=l —E:BZ(U—U].)

En donde la concentracion del fluido U

/> esta gobernada por la ecuacion diferencial

ordinaria

e (UL (00, o, (U
En esta ecuacion 7, y W, son constantes que indican el tiempo de residencia
adimensional y un nimero de Biot modificado respectivamente.
Las condiciones inicial para U, () y U(&,7) son
Cuando 7=0 U=0 para 0<&<I
Cuando =0 U,=0

Escribe un programa en FORTRAN para encontrar U, (7) y U (&,7), pueba el programa
con la solucidn obtenida usando los métodos de linealizacion sugeridos en los problemas

37 a 40 propuestos en el Capitulo IV.

Problema 19

Escribe un programa en FORTRAN para encontrar U, (7) y U(&,7) de la solucion del
problema planteado en el problema 18. Solo que en este caso se debe considerar que la
expresion cinética es no lineal. Pruebe que el programa reproduzca la solucion

correspondiente al estado estacionario con la solucion obtenida usando los métodos de
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linealizacion sugeridos en los problemas 37 a 40 propuestos en el Capitulo IV. Presente

resultados para tres expresiones cinéticas diferentes.
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Proyectos propuestos para evaluacion numérica de soluciones y comparacion con

soluciones analiticas

0. Comentarios
El objetivo que tienen el desarrollo de los proyectos propuestos, es que el lector constate
que las soluciones desarrolladas generan predicciones satisfactorias. Por ello es que se
propone, cuando es posible, la comparacion de las soluciones analitica y numérica.
También se sugiere que se incluyan soluciones aproximadas y que se analize bajo que
condiciones estas reproducen o se acercan a las soluciones completas del mismo
problema.
Para esto es necesario que en cada reporte presentado por el lector se incluya lo siguiente

1. Definicion del problema

2. Métodos de solucidn analitica y numérica

3. Diagramas de flujo

4 Programas desarrollados

5. Metodologia de prueba de los programas

5. Resultados y analisis

6. Conclusiones

De ser posible, es recomendable que los resultados sean presentados oralmente a los
integrantes del grupo.
Por supuesto los proyectos no estan limitados a los sugeridos en esta seccion, su nimero

puede ser tan grande como los problemas propuestos al final de los Capitulos III a V1.
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Proyecto 1

La aleta de enfriamiento rectangular

En esta tarea debes comparar los perfiles de temperatura adimensional, para el problema

de la aleta de enfriamiento rectangular resuelto analiticamente en la Sec. II1.6, obtenidos

de la siguiente forma:

a) La temperatura promedio de la solucion aproximada, (8).

b) La temperatura promedio de la solucion analitica exacta, (u).

¢) La temperatura promedio de la solucion numérica, (u,,,, ).

d). La temperatura puntual de la solucion analitica exacta, u.

e) La temperatura puntual de la solucidon numérica, u

num *

Debes entregar al menos las figuras descritas abajo, acompanados de la discusion y
(para X =0,0.5y1) vs. Y,y (b)
(u,,.», (u)y y (6) vs.Y. Ademas reportaras el factor de efectividad para cada una de los

resultados. Las figuras deberan contener (a) u y u

parametros de las figuras.

Condiciones

1

AN L B W

num

NBi
0.1
1.0

10.0
0.1
1.0

10.0

Las primeras seis raices de & tan() = N,,, son

NBi
0
10-3
102
10-1
1

10
102

[e o]

o,
0.0
0.0316
0.0998
0.3111
0.8603
1.4289
1.5552
1.5708

a,
3.1416
3.1419
3.1448
3.1731
3.4256
4.3058
4.6658
4.7124

o,
6.2832
6.2833
6.2848
6.2991
6.4373
7.2281
7.7764
7.5840

L/B
1.0
1.0
1.0

10.0

10.0

10.0

a,
9.4248
9.4249
9.4258
9.4354
9.5293
10.2003
10.8871
10.9956

s
12.5664
12.5665
12.5672
12.5743
12.6453
13.2142
13.9981
14.1372

s
15.7080
15.7080
15.7086
15.7143
15.7713
16.2594
17.1093
17.2788
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Proyecto 2
La aleta de enfriamiento cilindrica

I. Resuelve el problema de transferencia de calor en una aleta de enfriamiento como la

mostrada en la figura siguiente
T,

Temperatura del
medio ambiente

— for
TW
K Temperatura de
2b la pared del tubo
El problema esta definido por la ecuacion diferencial
2 OR<r<R
Laf,or) o [ar<s 0
ror odr) dz -b<z<+b
sujeta a las condiciones de frontera
en r=oaR, T=T, (2)
en r=R, 8_T = 3)
or
en z=0, B_T =0 (4)
0z
en z=b>, —kg—T=h(T—Ta) (5)
z

Observa que se ha usado en el planteamiento de las condiciones de frontera en z la
simetria del campo alrededor de z = 0. Reporta el procedimiento para obtener la solucion
aproximada (@), y la solucion exacta u obtenida por el método de separacion de
variables. También las formulas de temperatura promedio a partir de la solucion exacta,

(u) , y las de la eficiencia de la aleta.
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II. Escribe un programa de computadora para resolver, por el método de diferencias
finitas, el problema anterior.
Debes entregar, junto con el listado y corridas ejemplificando el funcionamiento del

programa, las figuras descritas abajo, acompanados de la discusion y resultados. La
figuras deberan contener (a) u y u,, (paraz/b=0,05y 1) vs.r/R,y (b)u,,>,

(u)y y (8) vs. r/ R. Ademas reportaras el factor de efectividad para cada una de los

num
parametros de las figuras.

Condiciones Ny =hb/k R(1-a)/b

1 0.1 1.0
2 1.0 1.0
3 10.0 1.0
4 0.1 10.0
5 1.0 10.0
6 10.0 10.0

Es casi seguro que deberas utilizar al menos las primeras seis raices de « tan(a) = N,

que son
Ny «, o, a, a, s X
0 0.0 3.1416 6.2832 9.4248 12.5664 15.7080
10-3 0.0316 3.1419 6.2833 9.4249 12.5665 15.7080
102 0.0998 3.1448 6.2848 9.4258 12.5672 15.7086
101 0.3111 3.1731 6.2991 9.4354 12.5743 15.7143
1 0.8603 3.4256 6.4373 9.5293 12.6453 15.7713
10 1.4289 4.3058 7.2281 10.2003 13.2142 16.2594
102 1.5552 4.6658 7.7764 10.8871 13.9981 17.1093
oo 1.5708 4.7124 7.5840 10.9956 14.1372 17.2788
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Proyecto 3
Transferencia de calor unidimensional transitoria en una placa

I. Resuelve el problema de conduccion de calor en una region solida como la mostrada en

la figura siguiente

T
El problema esta definido por la ecuacion diferencial
pC 8_T_k82T en O<x</ (1)
P o
sujeta a las condiciones de frontera e inicial
en t=0, T=T 2)
en x=0, +k3—§:h0(T—]})) 3)
en x=/, —kg—Z:hg(T—Té) 4)

Las temperaturas 7, y 7, son funciones conocidas del tiempo. Resuelve el problema por

el método de variacion de pardmetros. La solucion debe obtenerse en términos de las

siguientes variables adimensionales

u:l X:i k
T, /

l‘—
pCpl?

y de los parametros
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hy! ht
Ny = % Ny, = #
Simplifica el resultado para cuando no hay flujo de calor en el extremo x =0, y la

resistencia interfacial desde el fluido exterior es despreciable en x = /.

II. Escribe un programa de computadora para resolver, por el método de diferencias
finitas, el problema inicialmente planteado. Debes escribir el programa de tal forma que
se pueda optar por el esquema implicito, explicito o el de Crank-Nicholson.

Debes entregar el listado del programa junto con las corridas que ejemplifiquen su

funcionamiento.

III. Realiza las corridas siguientes hasta un tiempo tal que se alcance el estado

estacionario
Corrida N Ny, T, /T
1 0 0 2
2 0 0.1 2
3 0 1 2
4 0 100 2

Reporta los resultados en forma grafica de tal manera que se observe en la misma figura
el cambio desde el tiempo inicial ( 7= 0 ) hasta alcanzar el estado estacionario.

Compara la solucion analitica, encontrada en la parte I, con los resultados numéricos para
los mismos tiempos utilizados en la figura anterior.

Una vez mas deberés utilizar al menos las primeras seis raices de o tan(e) = N, que

son
Ny a, a, o, @, s s
0 0.0 3.1416 6.2832 9.4248 12.5664 15.7080
10-3 0.0316 3.1419 6.2833 9.4249 12.5665 15.7080
102 0.0998 3.1448 6.2848 9.4258 12.5672 15.7086
10-1 0.3111 3.1731 6.2991 9.4354 12.5743 15.7143
1 0.8603 3.4256 6.4373 9.5293 12.6453 15.7713
10 1.4289 4.3058 7.2281 10.2003 13.2142 16.2594
102 1.5552 4.6658 7.7764 10.8871 13.9981 17.1093
o 1.5708 4.7124 7.5840 10.9956 14.1372 17.2788
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Proyecto 4
Difusion y reaccion en placas, cilindros y esperas con coeficientes de transporte y
cinética nolineal

Escriba un programa de computacion en FORTRAN para resolver el problema de valor
en la frontera definido por la siguiente ecuacion diferencial

Ju 1 0 ou 5
—=—— ¢ — |- , 0 1 1
Py 9‘“85{5 f(u)agj ¢" g(u), en0<¢< (1)
sujeta a las siguientes condiciones
Ené=1, - ﬂ(u)g—g = y(u)u — o(u)u_(7) para >0 )
Cuando7=0, u=1 para0<£<1 3)

En la ecuacion (1) a es 0 para coordenadas cartesianas, 1 para cilindricas y 2 para
esféricas. En la ecuacion (2) f(u), y(u), o(u) y u_(7) son funciones que deben
especificarse
En el esquema numérico considere:

- el método de linearizacion de Ritchmeyer

- el método de inversion linea por linea

- las funciones f(u), g(u) , B(u), y(u), o(u) y u_(7) como
expresiones generales.

Demuestra que el programa puede predice el estado estacionario para los siguientes
casos:

Caso a  f(u)=pw) g(u) y(u) ¢’ o(u)u,
1 0 u’ u 0 0 0
2 0 u’ u’ 0 1 10
3 1 u’ u 0 1 10
4 2 u’ u’ 0 1 10

Para esta comparacion debes notar que los casos planteados tienen solucidn analitica en
el estado estacionario.

Los resultados debes presentarlos en figuras u vs. & que muestren el desarrollo de los
perfiles desde 7 = 0 hasta alcanzar el estado estacionario.

Debes presentar el listado del programa junto con las corridas que muestran el buen
funcionamiento del programa. Discute los resultados presentados.
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Apéndice D Deduccion de la Regla de Leibnitz
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Apéndice A

Resumen de formulas sobre sistemas de coordenadas curvilineas

Para las coordenadas curvilineas dadas por las expresiones

u' = f(x,%,,%3), u = 100,%,x), = f1(x,%,,X;) (A.1)
con funciones inversas del tipo
x, =@, uud), x,=¢, @ u’ ), x, =o' u’ud) (A.2)
De estas se obtienen las bases vectoriales
a =% (A3)
boou'
El diferencial de area en la superficie en donde a; y a, son tangenciales esta dado por
d4,=[g, g, ~(g,)?] du du' (A.4)
endonde i # j y j # k. En la formula (A.4) g, ; son los coeficientes métricos dados por
g, =a,-a, (A.5)

El diferencial de volumen esta dado por
0 av=J du'dv’ du’ (A.6)

en donde J es el Jacobiano, que se obtiene de la raiz cuadrada del determinante de la

matriz de coeficientes métricos siguiente

g &1 83
g=det| g, 2, & (A.7)
831 &3 833

Si las bases del sistema coordenado curvilineo son ortogonales las formulas para los

diferenciales de area y el diferencial de volumen se simplifican a

dA, =h; h du’ du* (A.8)
En donde i # j,k, y no hay sumatorias sobre los indices.
y AV =h h, hy du'du’d v’ (A.9)
Los factores de escala estan relacionados a los coeficientes métricos por
g =a".a’ (A.10)
Operadores diferenciales para sistemas coordenados curvilineos ortogonales
Gradiente
l1dp,. 10, 10¢.
Vp=——e, +— e, +— e A.ll
v hoou ' hout P hyou ’ ( )
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Divergencia
1 d 1 d 2 ¢
V-F = —(F hy hy))+——(F" h hy)+——(F" h h A.12
h1h2h3|:aul( 2 3)+au2( 1 3) au3( 1 2) ( )
Laplaciano
1 0 hh 09 0 hh 09 o hh 09
VZ — 2 '3 + 1°3 + 1 2 A.13
¢ h1h2h3[8u1( h, aul) 8u2( h, 8u2) 8u3( h, 8u3)} ( )

en dondeh, , h, y h, son los factores de escala relacionados a los coeficientes métricos
por

h, =./g, sinsumatoria (A.14)
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Apéndice B

Sistema de coordenadas cilindricas

Las ecuaciones para las superficies coordenadas

x3 z
curvilineas son
1 2
U =r=,4/x; +x22
u* =@ =tan"'| ==
X
X
2 3 _
5 - U =z=x,
Con funciones inversas
_ 1 2
. X, =rcosf=u cosu
1

1
x, =rsenf=u'senu’

_ _ .3
X;= z =u

Estas superficies coordenadas curvilineas se muestran esquematicamente a continuacion:

3 =K X
l":Kl 2 i — Z:K3
X3
X2 .
2 x2
X1
D /7
x] \ xl
1 _ 3
u =r =0 u =z
>
r=0 0<0<2nx —oo <z <toeo
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Factores de escala
h =1 h, =r hy=1

Vectores unitarios en términos de los vectores i, j y k
e, =e =cosfi+sendj
e, =¢e,=—senfi+ coslj

A

e;=e =k

Pagina 400



Apéndice B: Coordenadas cilindricas y esféricas

Octubre de 2005

X3

Sistema de coordenadas esféricas

Las ecuaciones para las superficies coordenadas

curvilineas son

u' = p=x; +x;+x}
2 2
X, +Xx
- 1 2
u>=0=tan"
X2 X,
4 x
w=¢=tan"'| 2=
X
Con funciones inversas
x, = psenfcos @ = u' senu’ cosu’
1 =P =
— 6 1 2 3
X, = p senfsengd =u senu” senu
_ 9_ 1 2
X, = pcosf =u cosu
X3 0=K, 3

xl axl

X1

J. A.Ochoa Tapia

Factores de escala

h =1 h,=r hy, =r sen®

Vectores unitarios en términos de los vectores i, j y k
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A

¢

e, =senfcosg i+senfseng j+cosfk

A

e, =¢e, =cosfcos¢g i+cosfseng j—sendk

A

€, =€,=-sengi+cosg j
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Apéndice C

Solucion de la ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer orden

Un método para resolver una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de la forma

d
=Lt P(x)y = 0() (D.1)
dx
es buscar una funcidon u(x), tal que la ecuacion (D.1) pueda escribirse en la forma
d
—(wy) = uQ (D.2)
dx
Si esta manera de escribir la ecuacion existe, entonces (D.2) puede ser integrada para
encontrar
y=u
j J‘ﬂ(@Q(Od? (D.3)
Y=UoYo
0 M(x) y(x) = oYy = J u(9HO()dg (D.4)
‘=

De la cual se puede despejar la solucion de la ecuacion (D.1)

{=x

y(x) = ()| 4y, + J (9o (9rIe (D.5)

£=x,

Para encontrar la funcion u(x) ,se obtiene de (D.2) el siguiente resultado
dy 1du

dx +;E = Q (D6)

De la comparacion de (D.1) y (D.6) se concluye que

ddu_ P(x) (D.7)

M dx
Después de rearreglar esta tiltima ecuacion e integrar se obtiene

J-d—/“‘ = J P(x)dx (D.8)
u

La evaluacion del miembro izquierdo da como resultado

ln[,u(x)] = J. P(x)dx

de la cual se puede obtener 4(x) como
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MH(x) = exp[J- P(x)dx} (D.9)

La substitucion de este resultado en la ecuacion (D.5) da

{=x
y(x) = eXP[—J' P(X)d’X] Yo+ J- /(9] GXPU- P(0)d¢ ] (D.10)
¢=x,
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Apéndice D

Deduccion de la regla de Leibnitz

En este apéndice se presenta la deduccion de la regla de Leibnitz, esta formula es un
procedimiento para obtener la derivada de una integral. Hay muchas versiones, y cada una
depende de la forma del problema, aqui se revisara solo la forma mas sencilla. Se

considerard la integral /(x), definida por

y=>b(x)
I(x) = J-f(x,y) dy (E.1)

=a(x)

Es muy importante notar que la integral /(x) depende de la variable independiente a través
de la dependencia funcional f(x,y), ademés de la dependencia debido a los limites de

integracion.

Se desea encontrar la derivada de /(x), o sea

y=b(x)

dl d

= ) d E.2

1x de.f(xy)y (E.2)
y

=a(x)

Para encontrar una forma mdas adecuada se introduce la definiciéon de derivada para

expresar (E.2) como

y=b(x+Ax) y=b(x)
jf(x +Ax,y)dy - J-f(x,y) dy
Yy y

dl lim Zr=ettAn =a(x) (E.3)

dx_AxHO Ax

La primera de las integrales en (E.3) se representa como

y=b(x+Ax) yv=a(x)
J‘f(x+A x,y)dy = Jf(ﬁA X,y)dy
y

y=a(x+Ax)

=a(x+Ax)
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y=b(x) y=b(x+Ax)
+J.f(x+Ax,y)dy+J'f(x+Ax,y)dy (E.4)
y=a(x) y=b(x)

La substitucion de la ecuacion (E.4) en la (E.3) da como resultado

ar_ _
dx
y=b(x) y=b(x+Ax) y=a(x+Ax)
j[f(x+Ax,y)—f(x,y)] dy+jf(x +Ax,y)dy—jf(x +Ax,y)dy
lim y=a(x) y=b(x) y=a(x) (E 5)
Ax—0 Ax '

Aqui se debe notar que los limites de integracion de la primera integral en (E.5) son

independientes de x por lo tanto es posible escribir

dzzjy“”mH[fw+AxJ»<ﬂnw}@

E Ax—0 Ax
y=b(x+Ax) y=a(x+Ax)
Jf(x +AXx,y)dy —Jf(x +Ax,y)dy
y

=a(x)
+ lim 22w =elo) (E.6)

Ax—0 Ax

El primer término en el miembro derecho de la ecuacion (E.6) puede simplificarse al

introducirse la definicién de derivada parcial (notese, en el limite y permanece constante).

dl y:bma
ar "oy,
dx dx
y=a(x)
y=b(x+Ax) y=a(x+Ax) E 7
Jf@+ALﬂ¢V—jf@+ALﬁ@’ ED
+ lim y=b(x) y=a(x)
Ax—0 A X

Ahora las integrales dentro del limite pueden ser evaluadas usando el teorema del valor

medio, para encontrar
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@y =b(x+Ax)

f(x+Ax,y)dy = f[x+Ax,b(x+§)]-[b(x+Ax)—b(x)] (E.8)

¥ y=b(x)

@y=a(x+Ax)

f(x+Ax,y)dy = f[x+Ax,a(x+§)]-[a(x+Ax)—a(x)] (E.9)

vy=a(x)

En las formulas (E.8) y (E.9) los parametros y estan acotados de tal forma que

0<& <Ax 0<¢ <Ax (E.10)

Ahora es necesario tomar el limite de (E.8) y (E.9) para Ax — 0, y asi obtener formas

utiles a emplearse en la ecuacion (E.7).

y=b(x+Ax)
Jf@+AxJﬂW
lim == =
Ax—0 Ax

i {f[x+Ax,b(x+f)]-[b(x+Ax)—b(x)]}

A x
;ﬂ%@gﬁ (E.11)
dx
y de la misma forma
y=b(x+Ax)
jf@+AxJﬁ@
_ da
lim == = f(x,a) — E.12
A)lcao Ax f(x a) dx ( )
La substitucion de (E.11) y (E.12) en (E.7) da como resultado
ar [y db d
a
—= ——dy + ,b)— — ,a)— E.13
dx ()8xy flx )dx f(xa)dx ( )
y=a(x
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Esta expresion es una version de la Regla de Leibnitz. Recuérdese que

y=>b(x)
I(x) =Jf(x,y) dy

=a(x)

(E.14)

Si los limites de integracion son independientes de x, la ecuacion (E.1) toma la forma

I(x)=Jf(x,y) dy

=a

y la Regla de Leibnitz para este caso especial se reduce a

y=b
di | of
“r_ S a4
dx J- dx 4
y=a

(E.15)

(E.16)

En el andlisis de problemas de conduccion de calor en estado estacionario se pueden

encontrar integrales de la forma

I(t)=Jf(y)dy

y=0

Con la regla de Leibnitz se obtiene

ar_["or a)_ 40
dt __[ o”tdy+f(t) dt 710) dt
Por lo que
a1
E—f(f)

Esto porque f no depende de 7,y asi af =

(E.17)

(E.18)
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