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Capitulo 9 Conduccion de calor en estado transitorio

En las secciones anterior se tratd con sistemas en estado estacionario, es decir, sistemas
estables que no estan afectados por el tiempo. En esta seccion se abordaran alguno de los
métodos mas representativos para resolver problemas en estado transitorio. El método de la
resistencia térmica despreciable el cual establece que la distribucion de temperaturas a través
del sélido es despreciable, siendo el tiempo la Ginica variable que afecta el sistema. El método
de solido infinito en donde se establece que el sélido es infinito con una superficie
identificable, en donde la temperatura lejos de esta superficie se establece como la
temperatura del s6lido inicial. Finalmente, el método de un solido con conduccioén transitoria
en donde se estableceran las soluciones analiticas o exactas y aproximadas de los tres
sistemas geométricos simples (pared plana, cilindro y esfera).

9.1 Método de la resistencia interna despreciable

En este método sepor tanto, solo la transferencia de calor por conveccion es el Unico
fendmeno que permite la disminucion de la temperatura en un sélido.

Para establecer las ecuaciones, considere una pieza metalica caliente de temperatura inicial
Ti, la cual se templa al sumergirla en un fluido de temperatura Tew, donde T; > Tw (Figura
9.1). Una vez que comienza el templado en t = 0, la temperatura en la pieza comienza a
disminuir en t > 0, de tal manera que la transferencia de calor se da Unicamente por
conveccion en la interfaz solido-liquido.

Por consiguiente, suponer que “la temperatura del solido es espacialmente uniforme en
cualquier instante durante el proceso transitorio”, esto significa ausencia de gradiente de
temperaturas en el solido, con lo cual de acuerdo con la Ley de Fourier esto implica la
existencia de una conductividad térmica infinita. Es decir, cuando un solido presenta una
elevada conductividad térmica, los gradientes de temperaturas en el s6lido son muy pequeiios
o en algunos casos despreciables, con lo cual la transferencia de calor por conduccion es
despreciable.

E e = Qconv

Figura 9.1 Pieza metélica caliente sumergida en un fluido frio.

96 |Pagina



Casa abierta al tiempo ;
m UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
Unidad Iztapalapa
Dira. Elizabeth Rojas Garcia Notas de curso

Aplicando un balance global de energia a la pieza de metal mostrada en la Figura 9.1, de la
siguiente manera:

dEgim

o = Eqyim (Ec. 9.1)

Eene + Eg — Esqie =

Si,la E,,; = 0 (no hay transferencia de calor del fluido al solido) y Eg= 0 (no hay generaciéon
de calor), la Ec. 9.1 se reduce a:
_Esale = Ealm

Es decir,

—hAy(T(t) = T)) = pVes (Ec. 9.2)

donde, pVc son propiedades del sélido y A es el area superficial a través de la cual se
transfiere el calor por conveccion. Las propiedades termofisicas deberan obtenerse a la
temperatura de pelicula (Tf), la cual se determina como:

T, + Top
Ty =— (Ec.9.3)

Al introducir la diferencia de temperaturas en un determinado tiempo, como sigue:

0(t) =T(t) — Ty (Ec.9.4)
Y derivando la ecuacion anterior con respecto a t, se obtiene:
(d@) B (dT) (dT >
dt) \dt dt
do dT
(—) _ (—) (Ec.9.5)
Por tanto, al sustituir la Ec. 9.4y 9.5, en la Ec. 9.2, se obtiene:

pVcdbo

0O= 3w

(Ec.9.6)
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donde, en t = 0, el exceso de temperatura inicial es:

61' = Ti — Too (EC97)

Al separar las derivadas en la Ec. 9.6, integrarla y evaluarlas desde 6; hasta 0 (t) se
obtiene:

pVc 9d0__ t

i Joig = Jodt
e gy Ec.9.8
hAsné?_ (Ec.9.8)

o0 _T0-To_ [_ (hAS) t] (Ec.9.9)

6, T;i—T, pVc

Por lo tanto, la Ec. 9.8 permite determinar el tiempo que requiere el sélido para alcanzar
alguna temperatura en la superficie del solido (T(t)), 6 a la inversa, para calcular la
temperatura que alcanza el sélido en algiin tiempo t (Ec. 9.9).

.y . hA . L .
También, en la Ec. 9.9, la cantidad p_VZ se interpreta como una constante térmica de tiempo,

que S€ eXpresa como:

1
Tt == (hAS> (pVC) == RtCt (EC.9.10)

donde, R; es la resistencia a la transferencia de calor por conveccion, y C; es la resistencia
interna despreciable del s6lido. Un aumento en R; o C; , significa que el sdlido se enfriara
mas lentamente y por tanto el tiempo que se requiere para alcanzar el equilibrio térmico (0 =
0) se verd incrementado, como se puede observar en la Figura 9.2 (Incropera, 2006)

98 |Pagina



Casa abierta al tiem ,
m UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
Unidad Iztapalapa

Dira. Elizabeth Rojas Garcia Notas de curso
17
Ve
T, — P = R C
8 8 IIAS l l
~|
11!
N~
!
TS
0.368 fF=——=——=2 2 N N N
| | : i
|’ |
! )
| | : '
| | |
0 ' ! [ |
| 1 \

B, ISS o it T, 4

Figura 9.2 Diferencia entre las temperaturas del sélido y el fluido en funcién de la constante
térmica de tiempo.

Mientras, la transferencia total de energia @, en un intervalo de tiempo, se determina como:

t t
Q, = f A qdt = hA, f 6(t)dt (Ec.9.11)
0 0
Que al despejar 0(t) de la Ec. 9.9, y sustituirla en la Ec. 9.11, se obtiene:

t t hA
) = J Asgdt = hA f [exp [— (—S> t] 9-] dt
Qt 0 Sq N o pVC l

Al integrarla, resulta en:

0 = (V0,1 exp (Tit)] (Ec.9.12)
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donde, 6, es el exceso de temperatura en un determinado tiempo.
0, =T(t) — To (Ec.9.13)

Otro punto que debemos considerar en el uso de la Ec. 9.9 es su validez, ya que no es valida
para cualquier caso de conduccion transitoria. Para ello, considere la conduccion de calor en
estado estable en una pared plana de area superficial A, este criterio se extiende facilmente a
los procesos transitorios, (Figura 9.3). En la Figura 9.3, la temperatura en la superficie x =0
se mantiene constante, Ts 1, y la temperatura en x = L, Ts» < T 1, que se expone a un fluido
de temperatura To siendo menor a Ty 1,y coeficiente de transferencia de calor h.

Figura 9.3 Conduccion de calor en estado estable en una pared plana de area superficial A a
diferentes nimeros de Biot.

En condiciones estacionarias, el balance de energia en la superficie x = L se reduce a:

Qcond = Qconv

es decir,
kA
7 (Toq = Tsz2) = hA(Ts2 — T

donde £ es la conductividad térmica del solido, que al reacomodar se obtiene:

L
T..—T A R hL
(5,1 s,Z)= kA _ cond _ "~ — pi (Ec.9.14)
(oo —T) ~ /M4 Reoms
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donde, Bi es el nimero de Biot y k es la conductividad térmica del material. El nimero de
Biot es un grupo adimensional que proporciona una medida de la caida de temperatura en el
solido en relacion con la diferencia de temperatura entre la superficie y el fluido, ademas
también se puede interpretar como una razén de la resistencia térmica por conduccion a la
transferencia de calor por conveccion.

Si el nimero de Bi << 1, la resistencia térmica a la conduccion de calor dentro del solido es
mucho menor a la resistencia térmica a la conveccion en la capa limite del fluido, por lo tanto,
es razonable suponer que la distribucion de temperaturas es uniforme a través del solido, por
tanto el gradiente de temperaturas es pequefio, como se muestra en la Figura 9.3.

Para nimeros de Bi mayores, los gradientes de temperaturas a través del s6lido son mucho
mas grande por tanto la resistencia a la conduccion es mas grande que la resistencia a la
conveccion en la capa limite del fluido.

Por tanto, el método de la resistencia despreciable puede ser utilizado, si la siguiente
condicion se satisface:

_ hLc

Bi==% <01 (Ec.9.15)

donde, L. es la longitud caracteristica, que se define como:
L.=— (Ec.9.16)

donde, V es el volumen del sélido y A es el area a través de la cual se transfiere en calor.
En configuraciones geométricas simples, la L. se determina de la siguiente manera:
Pared plana: L, =L/2 (para una pared plana 2L)
Cilindro: L, =ro/2 (1o es el radio externo)

Esfera: L, =ro/3 (1o es el radio externo)

Al sustituir L. en el exponente de la Ec. 9.9, se obtiene lo siguiente:

hAst ht Lck hL. k t  hL:. at .
—= = - =€ —— =€ = =B xFo (Ec.9.17)
pVc pcLc Lo k k pclL: k Lg

donde, Fo es el numero de Fourier, el cual se define como un tiempo sin dimension que junto
con el nimero de Biot caracteriza los problemas de conduccion transitoria.

Fo=— (Ec.9.18)
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Al sustituir la Ec. 9.17 en la Ec. 9.9, obtenemos:

0(t) T(t) =T
0; Ti—Ts,

= exp[— Bi * Fo] (Ec.9.19)

En la Figura 9.4 se observa el registro de la evolucion del tiempo vs la temperatura en un
cuerpo de temperatura inicial To (0 T;) y expuesto a un fluido de temperatura Te.
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Figura 9.4 Historico de la evolucion tiempo vs temperatura en un cuerpo de temperatura
inicial To y expuesto a un entorno de temperatura Tew.
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9.2 Solidos semi-infinitos

Un so6lido semi-infinito es aquel que se define como un sé6lido que se extiende hasta el infinito
en todas sus direcciones, excepto una, que le denominaremos superficie identificable, como
se muestra en la Figura 9.5. En esta superficie al imponer un cambio subito de condiciones
ocurrird una conduccién unidimensional dentro del sé6lido.

superficie
identificable
T;

— x

Figura 9.5 Solido semi-infinito con superficie identificable.

Este método de solido semi-infinito es un método util para la resolucion de problemas
practicos, se aprovecha para aproximar la respuesta transitoria de un sélido finito, como una
pared gruesa, en la cual las temperaturas en la pared (a bastante distancia de la superficie) no
son afectadas por el cambio en las condiciones de la superficie.

Si consideramos una pared plana como un so6lido semi-infinito con una superficie
identificable en x = 0, como se muestra en la Figura 9.5. De tal manera como lo analizamos
previamente, la ecuacion que rige este sistema en estado transitorio con conduccion de calor
unidimensional en x y conductividad térmica constante, como sigue:

92T 19T (Be.4.14)
0x2  a dt e

Para darle solucion a la ecuacidon parcial de segundo orden, homogénea y de parametros
constantes es necesario establecer dos condiciones de frontera y una condicion inicial, que
se establecen como sigue:

Condicion inicial (C.I):

ent<0 T=T; para toda x (Ec. 9.20)
Condiciones de frontera (C.F.):
C.F.1.

Para establecer esta condicion dependera de las condiciones especificas presentes en la
superficie identificable, x = 0, de las cuales hablaremos mas adelante.
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CF.2

en x = 0 T=T; paratodat>0 (Ec. 9.21)

Esta condicion de frontera establece que la temperatura de la superficie alejada de la
superficie identificable es igual a la temperatura inicial, Ti.

Regresando a la C.F.1, como se menciond previamente para establecer esta condicion de
frontera dependera de las condiciones especificas presentes en x = 0, con lo cual definiremos
tres casos: caso 1. aplicacion de una temperatura especifica constante y uniforme, caso 2:
aplicacion de un flujo de calor superficial constante, y caso 3: aplicacion en la superficie de
un fluido caracterizado por T # T; y coeficiente de transferencia de calor por conveccion h,
como se muestra en la Figura 9.6. Dependiendo de las condiciones aplicadas en la superficie
identificable mencionadas previamente, la C.F.1 se establecen de distinta manera como
sigue:

Caso 1:
C.F.1: en x=0; T(0,t)=Ts (Ec. 9.22)
Caso 2:
oT .
C.F.1: en x=0; —k — = qo (Ec.9.23)
Oxlx =9
Caso 3:
CF.1: en x=0; —kZ|l = h[T,-T )]  (Ec.9.24)
dx x=0
Caso (1) Caso (2) Caso (3)
T(0,t) = Ts —k aT/ox |- o = qp —k 0T /0x |- o = h[Te, — T(0, )]
" -' @D
4o —> I T
—x — x F— x
T(x, t) T,

Ts |
t t N t
T; T; \\ T; K

X X X

Figura 9.6 Caso (1): Aplicacion de una temperatura superficial constante T, # T;, Caso (2):
aplicacion de un flujo de calor superficial constante, q,, y Caso (3): exposicion de la superficie a un
fluido caracterizado por T« # Ti y el coeficiente de conveccion h.

104 |Pagina



Casa abierta al tiempo ;
m UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
Unidad Iztapalapa
Dira. Elizabeth Rojas Garcia Notas de curso

Como ejemplo, resolveremos la ecuacion para el caso I considerando una pared plana con
temperatura inicial T; y temperatura superficial constante T como sigue:

Condicion inicial (C.1.) : ent<0; T=T; para toda x
C.F.1:

en x = 0; T=T, paratodat>0
C.F.2:

enx=o00; T

|
o

paratodat>0

Partiremos primero introduciendo una diferencia de temperatura adimensional, definido
como:

_T(x,t) _Ti

7]
Ts - Ti

(Ec.9.25)

De modo que, al derivar dos veces la Ec. 9.24 con respecto a X y una vez con respecto al
tiempo, y sustituyendo en la Ec.4.14, esta se convierte en:
%0 100
0x2  a ot
Por tanto, las condiciones de frontera y condicion inicial para darle solucion a la Ec. 9.26, se
estableceran de la siguiente manera:

(Ec.9.26)

Condicion inicial (C.I.) : ent<0 0=0 para toda x
CF.I: enx=0 6=1 paratodat>0
CF.2: en x = © 0=0 paratodat>0

La Ec. 9.25 se resolvera mediante el método de combinacidén de variables, por tanto, la
solucion a esta ecuacion debe ser de la forma:

0=0 (x,t; o) (Ec. 9.27)

Sin embargo, ya que 0 es una funcion adimensional, las cantidades x , t y a siempre deben
aparecer en una combinacion adimensional. Las tnicas combinaciones adimensionales de

estas tres cantidades son o potencias o multiplos de esto. Por tanto, se puede concluir

X
Vat
que:

105|Pagina



Casa abierta al tiempo
m UNIVERSIDAB AUTONOMA METROPOLITANA
Unidad Iztapalapa

Dira. Elizabeth Rojas Garcia Notas de curso

=0 ),
donde,

P

n= W (EC 928)

Para convertir la Ec. 9.25 en términos de la “variable combinada”, 1, es necesario derivar la
Ec. 9.27 con respecto a x (dos veces) y con respecto al tiempo (una vez), como sigue:

Si,

n = x/(4at)"/?

on 1
dx  (4at)l/?
00 doon 1 do

o " @ox G an

Segunda derivada de 6 con respecto a x:

9%6 [ d ] [ ] 1 d?6
ax2 _ dnlox ax dn (4at) 2 dnll(4at)t/2]  4at dn?

(Ec.9.29)

00 ondo
at  atdn

on
2 - 2l - o )

-1/2
0 1y,

ot 2

Primera derivada de 0 con respecto al tiempo, t:

90 ndo x  do

%5 d = " A R (Ec.9.30)

Sustituyendo la Ec. 9.28 y 9.29, en la Ec. 9.25, se obtiene:
d?6 1 dtj
dn? dat 2t(4at)1/2 dn
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20 1[ x d6]4 t
dn?  al 2t(4at)1/2dn “

0 _ %9 (Ec.9.31)
anZ ndn c.9.

Note que la ecuacion anterior solo esta en funcion de la variable combinada, por ello, la Ec.
9.30 se resolvera como una derivada ordinaria. Por tanto, para darle solucion a la Ec.9.31,
debemos establecer dos condiciones de fronteras como sigue:

CF.l enmn=0; 60=1
CF.2 en n = oo; 0=20

Como la Ec. 9.31 es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, su solucion esta
dada en el apéndice C del libro de Bird (Bird , 2016), ecuacion C.1-8, como sigue:

X
y = le exp(—x?) dx + C,
0

donde, C; y C; son las constantes de integracion, X es la variable muda y x la variable
unidimensional (espesor del sdlido semi-infinito).

Por tanto, para el caso que estamos analizando, la solucidén general es la siguiente:
n
0= Clj exp(—ﬂz)dﬁ + CZ (EC 932)
0

donde, u es la variable muda. Para determinar las constantes de integracion C;y Co, a la
solucion general se aplican las dos condiciones de frontera establecidas previamente, de la
siguiente manera:

Al aplicar la primera condicion de frontera en la Ec. 9.32, donde cuandon =0 —> 0= 1, se
obtiene que:

C,=Ts (Ec. 9.33)

Por tanto, sustituyendo la Ec. 9.33 en la Ec. 9.32, se obtiene la siguiente ecuacion resultante:
n
T = le exp(—u?)du + T (Ec.9.34)
0

Al aplicar, la segunda condicion de frontera, T(n = o0) =Tj, y al aplicarla en la Ec. 9.31 se
obtiene:
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T; = le exp(—u?)diu + T, (Ec.9.35)
0

donde, la solucion a la integral definida es la siguiente:

oo 7'[1/2
f exp(—u?)di = —
0 2

Por tanto, sustituyendo la solucion anterior en la Ec. 9.35, se obtiene:

7'[1/2
Ti = Cl 2 + TS

donde, despejando C;, de la ecuacion anterior da como resultado:

2(T; — Ts)
L= —7;1/2 (Ec.9.36)
Sustituyendo C; y Cz en la Ec. 9.32 (solucion general), se obtiene:
T (x,t)-T — —
0= % = (2/n'/?) fon exp(—u?)dii = erfn (Ec.9.37)
Donde, la funcion de error se define como:
X —2 —
exp(—x°)dx 2 (%
erfx = f‘.}o = —f exp(—x?)dx
J, exp (=x%)dx ~mJo
Donde, i es la variable muda.
De tal manera, que la Ec. 9.37 se puede escribir como:
T O =T _ f( a ) f( ad ) (Ec. 9.38)
= =erfn =er =er c. 5.
T, — T, 7 Vaat 2vat
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Note que en otros textos encontrardn la Ec. 9.38 en términos de la funcion de error
complementaria (erfc), que se define como:

erfcn =1 —erfn (Ec.9.39)

es decir, la Ec. 9.38 queda expresada como sigue en términos de la funcion de error
complementaria:
T(x, t) —Ts
T —Ts

X
=1—erfn = erfc( )
7 Vadat

Los valores de la funciéon de error y funcioén de error complementaria ya se encuentran
tabulados en la literatura para diferentes valores de 77, los cuales se muestran en la Tabla 9.1
y 9.2, respectivamente.

Tabla 9.1 Valores de la funcién de error.

n erfn n erfn n erfn

0.00 0.00000 0.36 0.38933 1.04 0.85865
0.02 0.02256 0.38 0.40901 1.08 0.87333
0.04 0.04511 0.40 0.42839 1.12 0.88679
0.06 0.01676 0.42 0.46622 1.16 0.89910
0.08 0.09008 0.48 0.50275 1.20 0.91031
0.10 0.11246 0.52 0.53790 1.30 0.93401
0.12 0.13476 0.56 0.57162 1.40 0.95228
0.14 0.15695 0.60 0.60386 1.50 0.96611
0.16 0.17901 0.64 0.63459 1.60 0.97635
0.18 0.20094 0.68 0.66378 1.70 0.98379
0.20 0.22270 0.72 0.69143 1.80 0.98909
0.22 0.24430 0.76 0.71754 1.90 0.99279
0.24 0.26570 0.80 0.74210 2.00 0.99532
0.26 0.28690 0.84 0.76514 2.20 0.99814
0.28 0.30788 0.88 0.78669 240 0.99931
0.30 0.32863 0.92 0.80677 5.60 0.99976
0.32 0.34913 0.96 0.82542 2.80 0.99992
0.34 0.36936 1.00 0.84270 3.00 0.99998
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Tabla 9.2 Valores de la funcion de error complementaria.

N erfcn 1 erfcn 1 erfcn

0 1 0.36 0.6107 1.04 0.1414
0.02 0.9774 0.38 0.591 1.08 0.1267
0.04 0.9549 0.4 0.5716 1.12 0.1132
0.06 0.9832 0.42 0.5338 1.16 0.1009
0.08 0.9099 0.48 0.4973 1.2 0.0897
0.1 0.8875 0.52 0.4621 1.3 0.066

0.12 0.8652 0.56 0.4284 1.4 0.0477
0.14 0.8431 0.6 0.3961 1.5 0.0339
0.16 0.821 0.64 0.3654 1.6 0.0236
0.18 0.7991 0.68 0.3362 1.7 0.0162
0.2 0.7773 0.72 0.3086 1.8 0.0109
0.22 0.7557 0.76 0.2825 1.9 0.0072
0.24 0.7343 0.8 0.2579 2 0.0047
0.26 0.7131 0.84 0.2349 2.2 0.0019
0.28 0.6921 0.88 0.2133 24 0.0007
0.3 0.6714 0.92 0.1932 5.6 0.0002
0.32 0.6509 0.96 0.1746 2.8 8E-05

0.34 0.6306 1 0.1573 3 2E-05

Por otro lado, el flux de calor en la superficie identificable se obtiene con la aplicacion de la
ley de Fourier en x = 0, en cuyo caso:

: ot
q=—k—

_ o d(erfn)a_n
x=0_ k(Tl TS) dx 0x n=0

(Ec. 9.40)

donde, por definicion:
d

2 dn
- N —_n2)
dxerfn \/Eexp( n )dx

Y,
dn 1
dx  (4at)1/?

Por tanto, sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la Ec. 9.40, resulta en:
q = k(T — T)(2/m*/)exp(—n) (4at) /2 | _

. k(Ts—T))

= a7 (Ec.9.41)
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Por tanto, las soluciones analiticas mediante el método de s6lido semi-infinito para los tres
casos propuestos son las siguientes:

Caso 1. Temperatura superficial constante: T(0, t) = T¢

T 0~ Ts f( ad ) (Ec.9.38)
—————=er c.9.
T, — T 2V at
k(Ts - Ti)
1(t) = ——— Ec.9.41
q(t) Ner ( )
Caso 2. Flujo de calor superficial constante, gq:
at\/?
T(x, t)—T; = 240 (F) —x) o ( ad ) Ec.9.42
X, P = P exp Aot I erfc N (Ec.9.42)

= h[T, —T(0, t)]

. - aT
Caso 3. Conveccion superficial: —k—
Oxlx=0

T(x, t) _. T; — erfc (2 X ) — [exp <h?x n hkczft>l lerfc <2\7a + hT\/E)l (Ec.9.43)

Po otro lado, la sencillez de este método permite resolver multiples problemas de solidos
semi-infinitos, como la tierra que presenta una superficie identificable que puede ser
modificada. Sin embargo, un sélido de cualquier espesor finito se puede considerar un sélido
semi-infinito si el intervalo de tiempo de interés es suficientemente corto para que el calor
penetre s6lo una pequefia distancia x en el s6lido. Por ello, en estos casos la aproximacion es
generalmente aceptable si se satisface lo siguiente desigualdad:

at
Fo =1 <01 (Ec.9.44)

Donde, L es el espesor del solido.
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9.2.1 Graficas reportadas en la literatura

En la literatura podemos encontrar graficas como la que se muestra en la Figura 9.7 en la
que se grafica la variacion de la temperatura con la posicion en x (espesor de la pared plana)
y el tiempo en un so6lido semi-infinito que inicialmente se encuentra a la temperatura T;
expuesto a un fluido de temperatura T,,, y un coeficiente de transferencia de calor por
conveccion h (Caso 3). Para el uso de esta grafica es necesario conocer x y el tiempo (t), para
determinar la temperatura, T(x , t), o conocer la temperatura (T(X,t)) y X para determinar el
tiempo t.

1.0 1 1 T 1 T 1 T T T N A T
0.8 <
0.6 LIS )
N \\ Ambiente
0.4 \%\\\ Tm. h
T(x,y—T; 0.3 E\\\\\\\&\‘\\
T.-T; 0.2 \\\\i\\\\\\\\\\\\ }_;
o R R
;-1 0.1 \\ \\9 ()_7\\ \\; N
e = R0 AN AN N
0.08 —F~ \\020.3\\\\\\ S \\\
s NN ™~ N
™ DY W AN AN
0.03 \0'0\5 AN \‘\\Exy\i\\\\ \\\
h«F} o.g \\ \\ \\\\\‘\
0'01|1||\|1|\|1\r\1\1\1\\1
0 01 0203040506 070809 1 111213 14 15 16
X

=
I
(8]
S
~
-

Figura 9.7 Variacion de la temperatura con la posiciéon x y el tiempo t en un sélido semi-infinito
con conveccion en la superficie identificable (Cengel, 2011) .

9.3 Conduccion no estacionaria en sélidos

Es importante mencionar que los dos métodos revisados previamente nos permiten obtener
una aproximacioén de la variacion de la temperatura con el espesor y el tiempo. Sin embargo,
en esta seccion llegaremos a ecuaciones que nos permitird obtener la solucién exacta o
analitica para las tres configuraciones geométricas simples (pared plana, cilindro y esfera).

9.3.1 Pared plana con conveccion

Considere una pared plana (pared de una casa) de espesor 2L, donde la conduccién de calor
es unidimensional en la direccidn x. Si la pared plana en t = 0 estd a una temperatura inicial
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T; (Figura 9.8), y se sumerge subitamente en un fluido de temperatura Too # Ti. Para el
desarrollo de las ecuaciones se tomaran las siguientes suposiciones:

- Conduccion de calor unidimensional en el eje x (espesor de la pared)
- Sin generacion de calor
- Propiedades termofisicas constantes

AN

Figura 9.8 Pared plana de espesor 2L, con una distribucion simétrica de temperaturas.

Como revisamos previamente en el capitulo 3, la ecuacion general de la conduccion de calor
en coordenadas rectangulares y conductividad térmica constante es la siguiente:

02T | 0T | 0°T | €gen _ 10T
=—-—— Ec.3.10
6x2+6y2+622+ k a ot (Ec )

Al aplicar las suposiciones establecidas previamente a la Ec. 3.10, esté se reduce a:

9°T _ 1 ar
9% ot (Ec. 4.14)
Por tanto, para darle solucidon a esta ecuacion diferencial parcial de segundo orden, y
homogénea se pueden usar diferentes métodos tales como el método de combinacion de
variables, separacion de variables, de la respuesta sinusoidal, y de la transformada de

Laplace, etc.
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Como ejemplo, la Ec. 4.14 se resolvera usando el método de separacion de variables, para lo
cual partiremos definiendo variables adimensionales para la variable dependiente (
temperatura), y variables independientes ( x y t) de la siguiente manera:

Variable dependiente (temperatura dentro del sdlido, T, que varia con respecto ax vy t):

0 t) T(xt) —Tw

0" Ec.9.45
61' Ti - Too ( ¢ )
En consecuencia, 8" puede tomar valores en el rango, 0 < % < 1.
La coordenada espacial adimensional:
X
Xt =- (Ec.9.46)
L
donde, L es la mitad de espesor de la pared plana.
v, el tiempo adimensional:
. at
t =T%= Fo (Ec.9.47)
donde, t* es equivalente al nimero de Fourier adimensional,
Sustituyendo las ecuaciones de la 9.45 ala 9.47, en la Ec.4.14, resultando en:
0%6* 00" Ec. 948
ax*z - aot* ( C. 7. )

Por tanto, para resolver la Ec. 9.47, primero estableceremos una condicion inicial y dos
condiciones de frontera, de la siguiente manera:

C.L: ent*=0 =1
CF.1. enx*=1 6*=0 Parat*>0
CF2. enx*=-1 6" =0 Parat* >0
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Note que al plantear el problema de esta manera no aparecen parametros. Por tanto, una vez
establecidas las condiciones iniciales y de frontera, empezaremos postulando una solucion a
la Ec.9.48 de la siguiente forma:

0 (x*,t*) = f(x")g(t") (Ec. 9.49)

Derivando dos veces la Ec. 9.49 con respecto a x y dividiendo el resultado de la derivacion
entre el producto f(x*)g(t"), da como resultado lo siguiente:

o = 50 F(x)g))=f(x") 5 =g(t") + gt™) 5~ f(x")
62
2%6* 9 ] gt )z f(x") 1 9%f(x")
J— * ) —. 0x —
ax*Z - ox* (g(t )ax* f(x )} f(x*)g(t*) - f(x*) ax*z (EC. 9.50)

y, derivando la Ec. 9.49 con respecto a t y dividiendo el resultado de la derivacion entre el
producto f(x*)g(t*), da como resultado lo siguiente:

90" _ d . . _f(x*)%g(t*H g(t*)%f(X*) 1 ag(th)
Sustituyendo la Ec. 9.50 y 9.51 en la Ec. 9.49, da como sigue:
1 9%f(x* 1 ag(t”
AN 9() (Ec.9.52)

f(x*) ox*2  g(t) ot

Como podemos observar en la Ec.9.52, el término de la izquierda es una funcion exclusiva
de x*, mientras que el lado derecho es una funcidn exclusiva de t*. Para que se cumpla la
igualdad, ambos miembros deben ser iguales a una constante que denominaremos -c* (que
puede ser también +c o +c2, sin embargo, el desarrollo es mucho mas complejo) es decir:

1L dfe)

Y dx? (Ec.9.53)
7 (1t* ; d‘zl(ti*) = —c? (Ec.9.54)

Las soluciones de la Ec. 9.53 y Ec.9.54, ya se encuentran tabuladas en la Tabla C1 del libro
del Bird (Bird, 2016), Apéndice C, como sigue:
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Para la Ec. 9.53, la solucién es:

2
@y _ —a’y - y=C;cosax+Cysenax (Ec.C.1-3 del libro del Bird)

dx?

Por lo tanto, aplicando esta solucion a la Ec. 9.53, da como resultante:
f(x*) = Bsencx*+ C coscx” (Ec. 9.55)

Mientras, para la Ec. 9.54 su solucion es:

) | 2 gpe @) oot [ ody — _
o) - € dt” — — PR su solucién es: [ gdy = [ fdx + C; (Ec. C.1-1,

(Bird, 2002, apendice C)
Por tanto, aplicando su solucion, esta queda como:

d
%9 _ —czjdt*
9

Que al resolver las integrales nos da como resultado:
Ing=—c?t"+A4
Aplicando el antilogaritmo:
g = exp(—czt*+A)
g (t) =Aexpct) (Ec.9.56)

En las Ec. 9.55 y 9.56, A, B y C son las constantes de integracion, las cuales pueden
determinarse aplicando las condiciones de frontera e inicial propuestas previamente.
Analizaremos dos soluciones a estas ecuaciones, la analitica o exacta y la aproximada.

a) Solucion analitica o exacta:

Debido a la simetria respecto al plano xz, como se observa en la Figura 9.7, en donde la
distribucion de temperaturas es simétrica en el plano xz, de manera tal que:

0*(x*, t*) = 6*(—x*,t*)
y, por tanto:
fx*) = f(=x7).

Ahora bien, como sabemos la funcidén coseno presenta simetria, mientras que la funciéon seno
no la presenta. En consecuencia, en la Ec. 9.55, B es cero, dada la falta de simetria de la
funcién seno.

Al aplicar cualesquiera de las condiciones de frontera que se establecieron previamente:

Siaplicamos la C.F.1: enx*=1 6" = 0, se obtiene:
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0=Bsenc(1)+Ccosc(l) - Ccosc(l)=0

Por tanto, para que se cumpla la igualdad anterior, C debe ser cero, sin embargo, esta eleccion
llevaria a una solucion fisicamente inadmisible de la Ec. 9.55. Sin embargo, estd igualdad
puede satisfacerse por medio de muchas elecciones de ¢, que denominamos cn:

chp =1|n +l T donde, n=0,+1,4+2, +3....... , Foo
2

De tal manera, que de la Ec.9.56, al tener multiples valores de c, se obtienen multiples valores
de g, y por lo tanto de la constante de integracion A,,, con lo cual se puede expresar:

(4]

y por tanto, también multiples valores de la funcidn, f,, para cada valor de la constante c¢,, ;

2
gn = An €xp

nzt*l (Ec.9.57)

1
fn = Cy cos (n + E) mx* (Ec.9.58)

Asi como, la variable dependiente adimensional presenta multiples valores, como sigue:
0n = fugn (Ec.9.59)
Al sustituir la Ec. 9.57 y 9.58 en la Ec. 9.49, se obtiene:

1\’ 1
0 = A, exp [— (n + E) nzt*l C,, cos (n + E) x*

Por lo tanto, una solucién a la Ec. 9.49, puede satisfacerse por medio de la siguiente ecuacion:
(++2)

—_— n -

2
Los subindices n nos recuerda que A y C pueden ser diferentes para cada valor de n. Sin
embargo, al sustituir diferentes valores de n (+ o -) en la Ec. 9.60 se observa que las

exponenciales y los cosenos de n son los mismos valores que los de -(n + 1), de tal manera
que los términos con indices negativos se combinan con los que tienen indices positivos.

2
6, = A,C,exp

1
nzt*l cos (n + E) x* (Ec.9.60)

Entonces, la superposicion proporciona:

- 1,2 1
9* = Z D, exp l— (n + E) nzt*l cos (n + E) x* (Ec.9.61)
n=0

donde,

Dyp = AnCr + A_(n41)C-(nr1)
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Abhora las D, se determinan usando la condicion inicial establecida previamente (C.I.:  en
t*=0; 6% =1),conlo que se obtiene:

1 = Yy_oD,cos (n + é) nx*

.. 1 ., . .
Al multiplicar cos (m + E) nx* en ambos lados de la ecuacidon anterior e integrar con

respecto a x, desde x* = -1 hasta x* = +1, se obtiene:
+1 1\ e woo +1 A AV
J_, cos (m + E) mx*dx* =Yy oDy [ cos (m + E) TTxX* oS (n + E) x* dx

Una vez que se hacen las integraciones, todas las integrales en el miembro derecho son
idénticamente cero, excepto por el término en que » = m. Por tanto, se obtiene:

N, 1 o, 1 1,
sen (m+7)nx n=+1—D 7(m+7)nx +Zsen2(m+7)nx n=+1
— 1 PYm - —
m+oyr 7= (m+Dyn n=-1
2 2
Después de insertar los limites, y despejando D,,, se obtiene que:
2=D™
D,, = — (Ec.9.62)
(m+)m

Al sustituir la Ec. 9.62 en la Ec. 9.61, se obtiene la siguiente ecuacion:

® 2

9" T —Ty Z 2(-D* ( +1)

= = ) ———exp|—(n+z
o 1

Tl Too n=0 (n+7)n 2

1
nzt*l cos (n + E) mx* (Ec.9.63)

La Ec. 9.63 también se puede expresar en valores caracteristicos eigenvalores (&) de la
siguiente manera:

0" =

T-T, < , *
T.—T, Zl Cnexp[—& Fo] cos(&, x*) (Ec.9.64)
n:

donde:

. = 4 senén
"28 +sen (2£)

118 |Pagina



Casa abierta al tiempo ,
m UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
Unidad Iztapalapa
Dira. Elizabeth Rojas Garcia Notas de curso

Siendo los valores caracteristicos (eigenvalores) de &n las raices positivas de la ecuacion
trascendente:

én tanén = Bi (Ec. 9.65)

En la Tabla D.1 del apéndice D, se muestran las primeras cuatro raices de los valores
caracteristicos eigenvalores a diferentes valores del nuimero de Biot.

b) Solucion aproximada

Para valores de Fo > 0.2, la solucién en serie infinita (Ec. 9.64), se puede aproximar con el
primer término de la serie, es decir con n = 1, por lo que al recurrir a esta aproximacion la
forma adimensional de la distribucion de temperaturas se convierte en:

0" = fi__TT: = Crexp[~&Fo] cos (g, x7) (Ec. 9.66)
o,
6" = Bgcos(s, x7) (Ec. 9.67)
donde,
o5 = (Ec.9.68)
T; — Teo

La ecuacion anterior representa la temperatura en el plano medio (x* = 0), de tal manera que
al sustituirlo en la Ec. 9. 67 se obtiene:

TO - TOO
T; — To

= Cyexp[—&Fo] (Ec.9.69)

donde, T, es la temperatura en x = 0. En la Tabla D.2 del Apéndice D, se muestran los valores
de Ciy &, para un rango de niimeros de Biot.

9.3.1.1 Transferencia total de energia en la pared plana

Para conocer la energia total que disminuye en la pared en un tiempo t en el proceso
transitorio. El requerimiento de conservacion de la energia, se aplica al intervalo de tiempo
limitado por la conduccion Inicial (t = 0) y cualquier tiempo t > 0:

Eent — Esate = AEqim
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Al igualar la energia que se transfiere desde la pared, Q = Egye ycon Eopy = 0y AE 1 =
E(t) — E(0), se sigue que:

Q = —[E(t) — E(0)]=- pc[T(x,t) — T}]
0=~ f pelT(ot) —T1dV [ m®]

Donde, como podemos observar la integracion se lleva acabo sobre le volumen de la pared.
Para quitar estas dimensiones a este resultado, se podria hacer mediante la introduccién de la
cantidad:

Qo = pcV[T; — To,] (Ec. 9.70)

Esta ecuacion nos permite determinar la energia interna inicial de la pared relativa a la
temperatura del fluido. También se interpreta como la cantidad méaxima de transferencia de
energia que podria ocurrir si el proceso continuara al tiempo t = oo

Por lo tanto, al suponer propiedades constantes, la razon de la energia total transferida de la
pared en el intervalo de tiempo t a la transferencia maxima posible, se obtiene:

Q j‘ [T(x,¢) —

00 Ti—Too

o f(l—G)dV

Al emplear la forma aproximada de la distribucion de temperaturas para la pared plana, la
integracion da como resultado:

Q% —1-— S“;fl 0; (Ec. 9.71)

9.4 Sistemas radiales con conveccion

Si partimos de la ecuacion general de la conduccion de calor en coordenadas cilindricas:

rar U 5e) g (krg) + 5 (k) + éwn=pe; (Be. 414

y aplicamos las siguientes suposiciones:

- Conduccioén de calor unidimensional en el eje coordenado r
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- No hay generacion de calor

- Propiedades termofisicas constantes

La Ec. 4.14, se reduce a:

10 (raT)_laT
ror ar < dt

(Ec. 4.36)

Para resolver la Ec. 4.36 se pueden usar diferentes métodos tal como se menciond
anteriormente, en el siguiente apartado mostraremos la solucion de esta ecuacion utilizando

el método de separacion de variables.

a) Solucion exacta

Para un cilindro infinito:

Si consideramos un cilindro infinito o una esfera de radio ro, que estd a una temperatura
inicial uniforme (T;) y experimenta un cambio en las condiciones de conveccion (Figura 9.9
). El cilindro infinito es una idealizacion que permite la suposicion unidimensional en la
direccion radial. Esta es una aproximacion razonable para cilindros con L/ro = 10.

T(r,0)=T;

11

To

Figura 9.9 Seccion transversal de un cilindro infinito de radio ro

Ahora para este sistema se definen también las variables, T, x y t en variables adimensionales

como se muestra a continuacion:

Variable dependiente adimensional:
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Coordenada radial adimensional

Tiempo adimensional

Por lo que la solucion exacta en términos de los eigenvalores para un cilindro infinito es:

T—-Teo
Ti-Teo

0" =

= Y1 Ccnexp| =& Fol Jo(énr™) (Ec.9.72)
donde,

2 h@m
"TERE) TG

Y los valores caracteristicos de n son las raices positivas de la ecuacion trascendental, de la
siguiente forma:

hw _
Jo (&)

Las cantidades J1 y Jo se definen como funciones de Bessel de primera clase y sus valores se
encuentran tabulados en el apéndice E.

£ (Ec.9.73)

b) Solucion aproximada

Para un cilindro infinito y la esfera, las soluciones en serie anteriores se aproximan
nuevamente mediante un solo término para Fo > 0.2.

T—T,
T, — T,

= Clexp[—éiFo] jo(flr*) (Ec.9.74)

0" =65 Jo(&1r7) (Ec.9.75)

Donde, 6, representa la temperatura de la linea central y es de la forma:
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05 = Cy exp(—&Fo) (Ec.9.76)

Los valores de los coeficientes Ci y & para un cilindro se encuentran tabulados en la Tabla
D.2 (Apéndice D) para un rango de numeros de Biot.

Para una esfera:

a) Solucion exacta

Para una esfera se establecen las mismas variables adimensionales, que al resolver la
ecuacion 4.56 mediante el método de separacion de variables se obtiene la siguiente ecuacion
en funcion de eigenvalores:

* T —Ty = 5 1 .
o= T,— T, ZCnexP[—anO] " sen(¢, ) (Ec.9.77)
n=

donde, Fo =j—§ , ¥

oo 4[sen (&) — & cos (&)]
n 2& — sen (2xn)

Para este caso, los valores caracteristicos de &n son las raices positivas de la ecuacion
trascendental, de la siguiente manera:

1-¢ cotén =Bi (Ec.9.78)
b) Solucion aproximada

Para valores de Fo > 0.2, se puede obtener el perfil de temperaturas de una forma aproximada
considerando solo n = 1, de tal forma que la Ec. 9.77 se reduce a:

, TI'—Ty ) 1 .
0* = T Ciexp|—& Fo = sen(&, ) (Ec.9.79)
0,
1
0" =6 —sen({ 1) (Ec.9.80)
r §1

donde, 8, representa la temperatura de la linea central y es de la forma:
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05 = Cy exp(—&Fo) (Ec.9.81)

Los valores de los coeficientes C; y &, se encuentran tabulado en la tabla D.2 (Apéndice D)
para un rango de nimeros de Biot .

9.4.1 Transferencia total de energia

La rapidez de la transferencia total de energia del cilindro o de la esfera en el intervalo de
tiempo At =t, se puede determinar con las siguientes ecuaciones:

Cilindro infinito:

Q 205
=1 ?10]1(;1) (Ec.9.82)

Esfera:

L 1= sin(g) - ¢, cos ] (Ec.9.83)
Qo i

Los valores de la temperatura del centro 6, se determinan a partir de las Ec. 9.77 y 9.81. Los

valores de los coeficientes C; y &1 se muestran en la tabla D.2 (Apéndice D) y Tabla E.1
(Apéndice E).

9.5 Resolucion grafica de los problemas transitorios

Otra forma de determinar el perfil de temperaturas y la transferencia de calor total en un
intervalo de tiempo en sistemas geométricos simples (placa plana, cilindro y esfera) en estado
transitorio es haciendo uso de los graficos de Heisler mostrados en las Figuras 9.10 al 9.12.
Los graficos de Heisler representan una forma gréafica de la solucién aproximada de la
conduccion de calor transitoria unidimensional, por tanto, no son validas para Fo < 0.2, sin
embargo, los graficos son dificiles de leer cuando Fo < 1. A continuacion, se describe el
procedimiento para hacer uso de las graficas mencionadas anteriormente:

Forma de proceder para la resolucion (valido para placas, cilindros y esferas):

» El primer gréfico se utiliza para conocer la temperatura en el plano medio, To, en
cualquier instante durante el proceso transitorio.

= Cuando Ty es conocido para un determinado valor de Fo y Bi, se puede emplear el
segundo grafico para determinar la temperatura en otro punto de la
placa/cilindro/esfera.
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» La tercera grafica se utiliza para calcular la energia disipada/ganada por la
placa/cilindro/esfera para un determinado valor de Fo y Bi, una vez conocida la
energia maxima que se podria intercambiar entre el sélido y el ambiente.
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a) Temperatura del plano medio (tomado de M. P. Heisker, *Temperature Chants for Induction and T, |Inicial T,
Constant Temperature Heating*. Trans. ASME 69, 1947, pégs. 227-36. Reimpreso con autorizacion h T=T; h
de ASME Intemational). 0 ?_ . -
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b) Distribucién de temperatura (omado de M. P. Heisler, ¢) Transferencia de calor (wmado de H. Grisher ef al.)

*Tempe rature Charts for Induction and Constant
Temperature Heating*. Trans. ASME 69, 1947,
pégs. 227-36 Reimpreso con autonizacion de
ASME Inemational).

Figura 9.10 Graficos de Heisler para un sistema de placa plana en estado transitorio (Cengel,
2011).
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Cilindro
NEESE £
ehe e
T Sy, &
N >\4 D) 1
<51 \
0.1 2l [P
. ul " \!‘ . = o+,
0.07 n 3 6 315 - = 7 3%
\ | 11\ ] T \
00 % . - » T FHN
0.04 . s = N
0.03 5 ;‘/} N ARNED Thtt
| FEEERER v T > T
0.02 - R RN WC SNNKI D )
yil el JUNENERANERERNEN
T - T T
N N\ AN \ 2, ¥, \
0.01 # R S L La-’:: o n
= PRl tw 5 ——++ - \ X =
0.007 —'-5_—; S HEEE e mEnD s )
0.005 B 8 o B B A A -+
0.004 L 0 O N Y Y M X W
1T \ ) NIYAEM \ e \ \ LI
0.003 T ; ; 5 T A T T
0.002 I ENINEN NN NN AN EE RS RE NN ANERNNREERENNS SEEENANEND
e AVENERD SENYAYBARERRE \ N T ) '- \ \ \
1 \ \ \ | \ \ \ 1 i \ \l \
T T T+ T T TS TT K
0.001 HNNARENANR TR R TR TN [IINENNA [ JUREARENE
0 1 2 3 4 6 810 14 18 22 26 30 50 70 100 120 140 150 250 350
T=at/r? 1
i
a) Temperatura de ka linea central (tomado de M. P. Heisler, *Temperature Chans for Induction and T. N T
Constant Temperamre Heating". Trans. ASME 69, 1947, pdgs. 227-36. Reimpreso con autorizacién hl =T h‘
de ASME Inemational). ; :
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b) Distribucién de temperatmras (tomado de M. P. Heisler, ) Transferencia de calor (lomado de H. Grisher et al)

*Temperature Chans for Induction and Constant
Temperature Heating*. Trans. ASME 69, 1947,
pégs. 227-36. Reimpreso con sutorizacién

de ASME Inemational).

Figura 9.11 Graficos de Heisler para un cilindro largo en estado transitorio (Cengel, 2011).
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a) Temperatura en el centro (tomado de M. P. Heisler, *Temperature Chants for Induction and
Constant Temperamre Heating'. Trans. ASME 69, 1947, p4gs. 227-36. Reimpreso con sutorizacidn
de ASME Intemational).
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b) Distribucién de temperaturas (omado de M. P. Heidler, ¢) Transferencia de calor (tomado de H. Grisber ef al)

*Temperature Charts for Induction and Constant
Tempersture Heating*. Trans. ASME 69, 1947,
pégs. 227-36. Reimpreso con autorizacion

de ASME Intemational).

Figura 9.12 Graficos de Heisler para una esfera en estado transitorio (Cengel, 2011).
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