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Si partimos de la ecuación general de la conducción de calor en coordenadas rectangulares  

Y aplicamos las siguientes suposiciones: 

- Conducción de calor unidimensional en el eje x
- Sin generación de calor 
- Conductividad térmica constante 
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5.3.1 Pared plana con convección

Ec. 1

La Ec. 1, se reduce a: 
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Para resolver la ecuación diferencial anterior (Ec. 2) se pueden usar diferentes métodos tales como: 

a) Método de combinación de variables (ejemplo: 12.1-1, Bird (2da edición), pág. 440)
b) Método de separación de variables (ejemplo: 12.1-2, Bird (2da edición), pág. 441)
c) Método de la respuesta sinusoidal (ejemplo: 12.1-3, Bird (2da edición), pág. 445)
d) Método de la transformada de Laplace (ejemplo: 12.1-4, Bird (2da edición), pág. 446)

En el siguiente apartado resolveremos la Ec. 2 mediante el b) método de separación de variables: 

Para ello, partiremos considerando una pared plana de
espesor 2L, donde la conducción es exclusivamente en la
dirección x. Si la pared al principio está a una temperatura
uniforme, T(x,0) = Ti , y se sumerge súbitamente en un
fluido de T  Ti (Ver Figura). Como las condiciones de
convección para las superficies en x* = 1 son las mismas,
la distribución de temperaturas en cualquier instante son
simétricas alrededor del plano medio (x*=0).

Esquema

T = T (x, t)
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La variable dependiente:   

Sustituyendo la ecuación 3-5 en 2, queda: 

𝜕2𝜃∗

𝜕𝑥∗2
=

𝜕𝜃∗

𝜕𝑡∗

Para darle solución, es necesario establecer una
condición inicial y dos condiciones de frontera:

C.I.: en t* = 0 𝜃∗= 1

C.F.1. en x* = 1 𝜃∗= 0
C.F.2.      en x* = -1 𝜃∗= 0

Para t*  0 

Nótese que cuando el problema se replantea así, no
aparecen parámetros.

𝜃
∗
=

𝜃

𝜃𝑖
=
𝑇 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

En consecuencia, 𝜃
∗

puede tomar valores en el rango, 0  𝜃
∗
 1. 

La coordenada espacial adimensional: 

donde, L es la mitad de espesor de la pared plana. 

Ec. 3

x
∗
=

𝑥

𝐿 Ec. 4

y, el tiempo adimensional:

donde, t* es equivalente al número de Fourier adimensional  

𝑡
∗
=
𝛼𝑡

𝐿𝑐
2 = 𝐹𝑜 Ec. 5

Ec. 6

Definiendo variables adimensionales para: 



Para resolver la ecuación por el método de separación de variables, empezamos postulando una solución de la forma:

𝜃∗ 𝑥∗, 𝑡∗ = 𝑓 𝑥∗ g(𝑡∗)

Al sustituir Ec. 7 en Ec.6 y dividiendo la resultando entre el producto 𝑓 𝑥∗ g(𝑡∗), se obtiene:   

Sustituyendo la Ec. 8 y 9, en la Ec. 6, se obtiene : 
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Ec. 7

Ec. 10
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El miembro izquierdo es una función exclusiva de x* y el derecho es una función exclusiva de t*. Esto sólo puede ser
cierto si ambos miembros son iguales a una constante, que denominaremos -c2.

Así, la Ec. 10 puede separarse en dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 

1

𝑔(𝑡∗)

d𝑔(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝑐2

1

𝑓 𝑥∗
𝑑2𝑓(𝑥∗)

𝑑𝑥∗2
= −𝑐2

Estas ecuaciones tienen la forma de las ecuaciones de tabla C1
(Bird, 2da edición, apéndice C) y sus soluciones se encuentran en la
Tabla:

Ecuación C.1-1

Ecuación C.1-3

d𝑔(𝑡∗)

𝑔(𝑡 ∗)
= −𝑐2𝑑𝑡∗

Ec. 11

Ec. 12
Tabla C1. (Bird, 2da edición, apéndice C)

𝑑2𝑓(𝑥∗)

𝑑𝑥∗2
+ 𝑐2 𝑓 𝑥∗ = 0

1

𝑓 𝑥∗
𝜕2𝑓(𝑥∗)

𝜕𝑥∗2
=

1

𝑔(𝑡∗)

𝜕𝑔(𝑡∗)

𝜕𝑡∗
Ec. 10



Por lo tanto, al integrarse ambas ecuaciones: 

න
d𝑔

𝑔
= −𝑐2න𝑑𝑡∗

ln 𝑔 = −𝑐2𝑡∗ + 𝐴

Aplicamos el antilogaritmo: 

𝑔 = 𝑒𝑥𝑝(−𝑐
2𝑡∗+𝐴)

𝑔 = 𝐴 𝑒𝑥𝑝(−𝑐
2𝑡∗)

𝑑2𝑓

𝑑𝑥∗2
= −𝑐2𝑓 , 𝑠𝑢 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑒𝑠:

Ecuación 11

Ecuación 12

𝑓 𝑥∗ = 𝐵 𝑠𝑒𝑛 𝑐𝑥∗ + 𝐶 cos 𝑐𝑥∗

A, B y C son constantes 
de integración

Debido a la simetría respecto al plano xz (condiciones límite):

𝜃∗ 𝑥∗, 𝑡∗ = 𝜃∗ −𝑥∗, 𝑡∗ , y 

así,  𝑓 𝑥∗ = 𝑓 −𝑥∗ .

Como la función seno no tiene este tipo de comportamiento
(simetría), debe requerirse que B sea cero.

Al usar cualquiera de las dos condiciones de frontera (diap. 3)
en la Ec. 14:

𝐶 cos 𝑐 1 = 0 (C.F.1)   o 

Es evidente que C no puede ser cero, ya que esta elección
llevaría a una solución físicamente inadmisible. Sin embargo, la
igualdad puede satisfacerse por medio de muchas elecciones
de c, que denominamos cn:

Ec. 13

Ec. 14

Se obtiene,  

𝑐𝑛 = 𝑛 +
1

2
 𝑛 = 0,±1,±2, ±3……., ±

a) Solución exacta 

C.F.1. en x* = 1 𝜃∗= 0
C.F.2.      en x* = -1 𝜃∗= 0

𝐶 cos 𝑐 −1 = 0 (C.F.2) 



Función seno

Función coseno



𝑔𝑛 = 𝐴𝑛 exp − 𝑛 +
1

2

2

𝜋2𝑡∗

𝑓𝑛 = 𝐶𝑛 cos 𝑛 +
1

2
𝑥∗

𝜃𝑛
∗ = 𝑓𝑛𝑔𝑛

𝜃𝑛
∗ = 𝐴𝑛 exp − 𝑛 +

1

2

2

𝜋2𝑡∗ 𝐶𝑛 cos 𝑛 +
1

2
𝑥∗

Por lo tanto una solución a la Ec.6, puede satisfacerse por  medio de siguiente ecuación:  

𝜃𝑛
∗ = 𝐴𝑛𝐶𝑛𝑒𝑥𝑝 − 𝑛 +

1

2

2

𝜋2𝑡∗ cos 𝑛 +
1

2
𝜋𝑥∗ Ec. 15



Los subíndices n nos recuerda que A y C pueden ser diferentes para cada valor de n. Debido a la linealidad
de la ecuación diferencial, podemos suponer todas las soluciones de la forma de la ecuación anterior.

Al hacer lo anterior, se observa que las exponenciales y los cosenos de n tienen los mismos valores que los
de -(n + 1), de tal manera que los términos con índices negativos se combinan con los que tienen índices
positivos. Entonces, la superposición proporciona:

𝜃∗ = ෍

𝑛=0

∞

𝐷𝑛𝑒𝑥𝑝 − 𝑛 +
1

2

2

𝜋2𝑡∗ cos 𝑛 +
1

2
𝜋𝑥∗

donde: 

Ec. 16

𝐷𝑛 = 𝐴𝑛𝐶𝑛 + 𝐴−(𝑛+1)𝐶−(𝑛+1)



Ahora las Dn se determinan usando la condición inicial                                                        , con lo que se obtiene(C.I.: en t* = 0 𝜃∗= 1)

1 = σ𝑛=0
∞ 𝐷𝑛 cos 𝑛 +

1

2
𝜋𝑥∗

Al multiplicar cos 𝑚 +
1

2
𝜋𝑥∗ e integrar con respecto a x, desde x* = -1 hasta x* = +1 se 

obtiene: 

1−׬
+1
cos 𝑚 +

1

2
𝜋𝑥∗𝑑𝑥∗ =σ𝑛=0

∞ 𝐷𝑛 1−׬
+1
cos 𝑚 +

1

2
𝜋𝑥∗ cos 𝑛 +

1

2
𝜋𝑥∗ 𝑑𝑥∗

Una vez que se hacen las integraciones, todas las integrales en el miembro derecho son idénticamente cero, excepto por el

término en que n = m. Por tanto, se obtiene:

൪
𝑠𝑒𝑛 𝑚 +

1
2 𝜋𝑥∗

(𝑚 +
1
2)𝜋

𝑛 = +1
𝑛 = −1

= 𝐷𝑚 ൪

1
2 𝑚 +

1
2 𝜋𝑥∗ +

1
4 𝑠𝑒𝑛 2(𝑚 +

1
2)𝜋𝑥

∗

(𝑚 +
1
2)𝜋

𝑛 = +1
𝑛 = −1

Ec. 17



Después de insertar los lmites, podemos despejar Dm para obtener:  

Sustituyendo la Ec. 18 en Ec. 16: 

𝐷𝑚 =
2(−1)𝑚

(𝑚 +
1
2)𝜋

𝜽∗ =
𝑻 − 𝑻∞
𝑻𝒊 − 𝑻∞

= ෍

𝒏=𝟎

∞
𝟐(−𝟏)𝒏

(𝒏 +
𝟏
𝟐)𝝅

𝒆𝒙𝒑 − 𝒏 +
𝟏

𝟐

𝟐

𝝅𝟐𝒕∗ 𝐜𝐨𝐬 𝒏 +
𝟏

𝟐
𝝅𝒙∗

En valores característicos eigenvalores (n), la ecuación anterior se puede expresar: 

𝜃∗ =
𝑇 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

= ෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛𝑒𝑥𝑝 −𝑛
2𝐹𝑜 cos(𝑛 𝑥

∗)

donde: 

𝐶𝑛 =
4 𝑠𝑒𝑛𝑛

2𝑛 + 𝑠𝑒𝑛 (2𝑛)

Y los valores característicos (eigenvalores) de 𝑛 son las raíces positivas de la ecuación trascendente: 

𝑛 tan 𝑛 = Bi   

Ec. 18

Ec. 19

Ec. 20

Ec. 21



Las primeras cuatro raíces, se dan en el apéndice B.3 del libro Incropera (4ta edición) 



Para grandes valores de t* >>, las series convergen rápidamente
Para tiempos cortos la convergencia es muy lenta cuando t*  tiende a cero 

A partir de la figura resulta evidente que cuando el tiempo adimensional t* es 0.1, el calor ha "penetrado" en forma

mensurable al plano central de la placa, y que para t* = 1 el calentamiento está al 90% en el plano central.



b) Solución aproximada 

Para valores de Fo  0.2, la solución en serie infinita (Ec. 20), se puede aproximar con el primer término de la serie.  

Al recurrir a esta aproximación la forma adimensional de la distribución de temperaturas se convierte en: 

𝜃∗ =
𝑇 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

= 𝐶1𝑒𝑥𝑝 −1
2𝐹𝑜 cos(1 𝑥

∗)

𝜃∗ = 𝜃0
∗cos(1 𝑥

∗)

o

donde, 𝜃0
∗ =

𝑇0−𝑇∞

𝑇𝑖−𝑇∞
representa la temperatura en el plano medio ( 𝑥∗ =

0), por lo que sustitiyendo lo anterior en la Ec. 21 se obtiene:

𝜃0
∗ =

𝑇0 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

= 𝐶1𝑒𝑥𝑝 −1
2𝐹𝑜

Ec. 21

Ec. 22



Los valores de C1 y 1 para un rango de números de Biot y está dado en la tabla 5.1 del libro de Incropera , 2006
(4ta edición, pág. 227)  



Es útil conocer la energía total que disminuye en la pared en cualquier tiempo t en el proceso  transitorio. El requerimiento
de conservación de la energía, se aplica al intervalo de tiempo limitado por la conducción  Inicial ( t = 0) y cualquier tiempo 
t > 0:   

𝐸𝑒𝑛𝑡 − 𝐸𝑠𝑎𝑙𝑒 = ∆𝐸𝑎𝑙𝑚

Al igualar la energía que se transfiere desde la pared, Q =  𝐸𝑠𝑎𝑙𝑒 y con 𝐸𝑒𝑛𝑡 = 0 𝑦 ∆𝐸𝑎𝑙𝑚 = 𝐸 𝑡 − 𝐸 0 , 𝑠𝑒 𝑠𝑖𝑔𝑢𝑒 𝑞𝑢𝑒:

ሶ𝑄 = − 𝐸 𝑡 − 𝐸 0 = - 𝜌𝑐 𝑇 𝑥, 𝑡 − 𝑇𝑖

o
ሶ𝑄 = −න𝜌𝑐 𝑇 𝑥, 𝑡 − 𝑇𝑖 𝑑𝑉

donde, la integración se lleva a cabo sobre el volumen de la pared. Es conveniente quitar las dimensiones a este resultado
mediante la introducción de la cantidad:

𝑄0 = 𝜌𝑐𝑉 𝑇𝑖 − 𝑇∞

5.3.1.1 Transferencia total de energía en la pared plana

Ec. 23

Ec. 24

(J m3)

También se interpreta como la cantidad máxima de transferencia de energía que podría ocurrir si el proceso
continuará al tiempo t = ,

Energía interna inicial de la pared 
relativa  a la temperatura del fluido



Por lo tanto, al suponer propiedades constantes, la razón de la energía total transferida de la pared en el intervalo
de tiempo t a la transferencia máxima posible, se obtiene:

Al emplear la forma aproximada de la distribución de temperaturas para la pared plana, la integración da como 
resultado: 

𝑄

𝑄0
= න

− 𝑇 𝑥, 𝑡 − 𝑇𝑖
𝑇𝑖 − 𝑇∞

𝑑𝑉

𝑉
=
1

𝑉
න 1 − 𝜃∗ 𝑑𝑉

𝑄

𝑄0
= 1 −

sin 1
1

𝜃0
∗

Ec. 25

Ec. 26

𝜃∗ =
𝑇 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

= 𝐶1𝑒𝑥𝑝 −1
2𝐹𝑜 cos(1 𝑥

∗)



Ejercicio 1



Esquema: 













5.3.2 Sistemas radiales con convección

Si partimos de la ecuación general de la conducción de calor en coordenadas cilíndricas: 

Y aplicamos las siguientes suposiciones: 

- Conducción de calor unidimensional en el eje coordenado r 
- Sin generación de calor 
- Conductividad térmica constante 

La Ec. 1, se reduce a: 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑘𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
+ 

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝜙
𝑘𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝜙
+ 

𝜕

𝜕𝑧
𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑧
+ ሶ𝑒gen = 𝜌c

𝜕𝑇

𝜕𝑡

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑟
= 
1

∝

𝜕𝑇

𝜕𝑡

Para resolver la ecuación diferencial anterior (Ec. 28) se pueden usar diferentes métodos tal como se menciono
anteriormente, en el siguiente apartado mostraremos la solución de esta ecuación utilizando el método de separación
de variables.

Ec. 27

Ec. 28



a) Solución exacta 

Si consideramos un cilindro infinito o una esfera de radio r0 , que
está a una temperatura inicial uniforme (Ti) y experimenta un
cambio en las condiciones de convección (Ver Figura).

𝜃∗ =
𝜃

𝜃∗
=
𝑇 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

𝑟∗ =
𝑟

𝑟𝑜

𝑡∗ =
𝛼𝑡

𝐿𝑐
2 ≡ 𝐹𝑜

Una variable adimensional de la variables T, x y t

Coordenada radial adimensional 

Tiempo adimensional 

El cilindro infinito es una idealización que permite la suposición
unidimensional en la dirección radial. Esta es una aproximación
razonable para cilindros con L/r0 = 10.

Definiendo variables adimensionales para: 

Para un cilindro infinito: 



Por lo que la solución exacta para un cilindro infinito es:  

𝜃∗ =
𝑇−𝑇∞

𝑇𝑖−𝑇∞
= σ𝑛=1

∞ 𝐶𝑛𝑒𝑥𝑝 −𝑛
2𝐹𝑜 𝐽0(𝑛 𝑟

∗)

donde,  𝐹𝑜 =
𝛼𝑡

𝑟0
2 𝐶𝑛 =

2

𝑛

𝐽1(𝑛)

𝐽0
2(𝑛) + 𝐽1

2(𝑛)

Y los valores característicos de 𝑛 son las raíces positivas de la ecuación trascendental 

𝑛
𝐽1(𝑛)

𝐽0 (𝑛)
= 𝐵𝑖

Las cantidades J1 y J0 son funciones de Bessel de primera clase y sus valores se tabulan en el apéndice B.4, del 
libro Incropera (4ta edición). 

Ec. 29





Para la esfera:     

𝜃∗ =
𝑇 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

= ෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛𝑒𝑥𝑝 −𝑛
2𝐹𝑜

1

𝑟∗𝑛
sen(𝑛 𝑟

∗)

donde,  𝐹𝑜 =
𝛼𝑡

𝑟0
2 𝐶𝑛 =

4 𝑠𝑒𝑛 𝑛 − 𝑛cos(𝑛)

2𝑛 − 𝑠𝑒𝑛 (2 𝑛)

Y los valores característicos de 𝑛 son las raíces positivas de la ecuación trascendental 

1 − 𝑛 cot 𝑛 = 𝐵𝑖

Ec. 30



b) Solución aproximada 

Para un cilindro infinito y la esfera, las soluciones en serie anteriores se aproximan nuevamente mediante un solo
término para Fo  0.2. 

Cilindro infinito: La aproximaciones se determina: 

𝜃∗ =
𝑇−𝑇∞

𝑇𝑖−𝑇∞
= 𝐶1𝑒𝑥𝑝 −1

2𝐹𝑜 𝐽0(1r*)

o

𝜃∗ = 𝜃0
∗ 𝐽0(1r*)

Donde, 𝜃0
∗ representa la temperatura de la línea central y es de la forma:  

𝜃0
∗ = 𝐶1 exp(−1

2𝐹𝑜)

Los valores de los coeficientes C1 y 1 ya se han determinado (Tabla 5.1) para un rango de números de Biot.  

Ec. 31



Para la esfera: La aproximación se determina: 

𝜃∗ =
𝑇 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

= 𝐶1𝑒𝑥𝑝 −𝑛
2𝐹𝑜

1

𝑟∗1
sen(1 𝑟

∗)

o

𝜃∗ = 𝜃0
∗

1

𝑟∗1
sen(1 𝑟

∗)

Donde, 𝜃0
∗ representa la temperatura de la línea central y es de la forma:  

𝜃0
∗ = 𝐶1 exp(−1

2𝐹𝑜)

Los valores de los coeficientes C1 y 1 ya se han determinado (Tabla 5.1) para un rango de números de Biot (Diap. 12).   

Ec. 32



La transferencia total de energía del cilindro o de la esfera en el intervalo de tiempo t = t, se puede determinar con 
las siguientes ecuaciones:  

Cilindro infinito: 

Esfera: 

Los valores de la temperatura del centro 𝜃0
∗ se determinan a partir de las ecuaciones mostradas anteriormente 

De acuerdo al sistema de estudio, así como en la Tabla 5.1 los valores de los coeficientes C1 y 1 . 

5.3.2.1 Transferencia total de energía

𝑄

𝑄0
= 1 −

2𝜃0
∗

1
𝐽1 1

𝑄

𝑄0
= 1 −

3𝜃0
∗

1
3 sin 1 − 1 cos 1

Ec. 33

Ec. 34



Ejercicio 2 







𝜃 (𝑡𝑎)

𝜃𝑖
=
𝑇𝑎 − 𝑇∞
𝑇𝑖 − 𝑇∞

= 𝑒𝑥𝑝 −
ℎ𝐴𝑠
𝜌𝑉𝑐

𝑡𝑎

Bi= hLc/k

Para una esfera: Lc = ro/3



Bi= hLc/k

Para una esfera: Lc = ro/3



𝜃0
∗ = 𝐶1 exp(−1

2𝐹𝑜)

𝜃0
∗ =

𝑇0−𝑇∞

𝑇𝑖−𝑇∞

Fo = tw/Lc2

Despejando tw

Fo Lc2 /  = tw

Donde Lc = ro 



RESOLUCIÓN GRÁFICA DE LOS PROBLEMAS TRANSITORIOS

Los gráficos de Heisler (1947) (Cengel Y.A., Ghajar A.J., Transferencia de calor y masa: Fundamentos y 
aplicaciones, 4ta edición, Mc Graw-Hill, 2011, pág. 240-242): 

➢ Representan de forma gráfica el primer término de la solución (es decir, solución aproximada), por tanto 
no son válidas para Fo < 0.2.

➢ Gráficos difíciles de leer cuando Fo <1

Forma de proceder para la resolución (válido para placas, cilindros y esferas):

▪ El primer gráfico se utiliza para conocer la temperatura en el plano medio, T0, en cualquier instante durante el 
proceso transitorio.

▪ Cuando T0 es conocido para un determinado valor de Fo y Bi, se puede emplear el segundo gráfico para 
determinar la temperatura en otro punto de la placa/cilindro/esfera.

▪ La tercera gráfica se utiliza para calcular la energía disipada/ganada por la placa/cilindro/esfera para un 
determinado valor de Fo y Bi, una vez conocida la energía máxima que se podría intercambiar entre el sólido y el 
ambiente. 
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